   § 2. Интегрирование простейших ОДУ первого порядка,


           разрешенных относительно производной





	Определение 14. Если общие решения уравнений (2)-(6) удается найти в виде конечной комбинации операций интегрирования, то будем говорить, что решение найдено в квадратурах.


	Заметим, что в некоторых случаях левая часть уравнения 


� EMBED Equation.2  ���                                      (6)


является полным дифференциалом некоторой функции � EMBED Equation.2  ��� то есть


� EMBED Equation.2  ���                            (16)


Тогда общим интегралом ОДУ (6)  будет соотношение


� EMBED Equation.2  ���                                                   (12)


где С - произвольная постоянная.


	Если же при умножении обеих частей ОДУ (6) на некоторую функцию � EMBED Equation.2  ���, непрерывную в области G непрерывности  функций � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� левая часть полученного уравнения


� EMBED Equation.2  ���                        (17)


обращается в полный дифференциал от некоторой функции � EMBED Equation.2  ���, то соот-ношение


� EMBED Equation.2  ���                                                    (18)


где С - произвольная постоянная, является общим интегралом ОДУ (6).


                      п.1.Уравнения с разделяющимися переменными





	Общий вид ОДУ первого порядка с разделяющимися переменными


� EMBED Equation.2  ���,                             (19)


где функции � EMBED Equation.2  ��� и  � EMBED Equation.2  ��� - непрерывны в промежутке � EMBED Equation.2  ��� а функ-ции � EMBED Equation.2  ��� и  � EMBED Equation.2  ��� - непрерывны в промежутке � EMBED Equation.2  ���


	Рассмотрим область � EMBED Equation.2  ���. В этой облас-ти, кроме особых точек, в которых одновременно обращаютя в нуль функции � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, уравнение (19) имеет в общем случае два вида решений:


1) � EMBED Equation.2  ���, если � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���,                                                           (20)


    � EMBED Equation.2  ��� если � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���                                                            (21)


2) рассмотрим область � EMBED Equation.2  ���, в которой � EMBED Equation.2  ���. Уравнение (19) в области D эквивалентно уравнению


� EMBED Equation.2  ���,                                        (22)


левая часть которого является полным дифференциалом функции


� EMBED Equation.2  ���.                                  (23)


Тогда общим интегралом ОДУ (19) в области D будет соотношение





� EMBED Equation.2  ���                                   (24)


где C - произвольная постоянная.


	Таким образом, все множество решений ОДУ (19) состоит из решений (20), (21) и (24). Заметим, что среди решений (20) и (21) могут быть особые, причем интегральная прямая � EMBED Equation.2  ���, будет особой интегральной прямой ОДУ (19), если � EMBED Equation.2  ��� и один из интегралов 


� EMBED Equation.2  ���,                                     (25)


где � EMBED Equation.2  ��� достаточно мало, является сходящимся. Аналогично,  интегральная прямая � EMBED Equation.2  ��� будет особой интегральной прямой ОДУ (19), если � EMBED Equation.2  ��� и один из интегралов


� EMBED Equation.2  ���                                      (26)


является сходящимся.


	Другой метод нахождения особых решений для ОДУ первого порядка, разрешенного относительно производной, связан с нарушением условий теоремы Коши-Пикара в точках исследуемых решений.


	Укажем ещё один способ распознавания особых решений для ОДУ (19). Если решения (20) и (21) не получаются из (24) ни при каких частных число-вых значениях С, то они являются особыми решениями ОДУ (19).


	Решение задачи Коши для ОДУ (19) с начальными данными � EMBED Equation.2  ��� � EMBED Equation.2  ��� имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���                                   (27)


	Пример 6. Всё множество решений уравнения � EMBED Equation.2  ��� состоит из пря-мой � EMBED Equation.2  ��� и совокупности кривых � EMBED Equation.2  ���,  где  С - произвольная постоян- ная. При решении вопроса будет ли интегральная прямая � EMBED Equation.2  ��� особой интег- ральной прямой обратимся к теореме Коши-Пикара. Так как функция � EMBED Equation.2  ��� и её производная � EMBED Equation.2  ��� непрерывны в области � EMBED Equation.2  ���то прямая � EMBED Equation.2  ��� не является особой интегральной прямой.


	Пример 7. Для уравнения � EMBED Equation.2  ���, в отличие от предыдущего приме-ра, прямая � EMBED Equation.2  ��� будет особой интегральной прямой. Почему ?


	Самостоятельно найти все решения уравнений:  � EMBED Equation.2  ���         � EMBED Equation.2  ���cos2y,    � EMBED Equation.2  ��� нарисовать эскизы интегральных кривых.


	Уравнение


� EMBED Equation.2  ���                                             (28)


линейной подстановкой � EMBED Equation.2  ��� приводится к уравнению с разде-ляющимися переменными


� EMBED Equation.2  ���.                                                (29)





п.2. Однородные ОДУ первого порядка





	Уравнение


� EMBED Equation.2  ���                                      (6)


называется однородным, если функции  � EMBED Equation.2  ���  и  � EMBED Equation.2  ���  являются одно-родными функциями по переменным x и y одного и того же порядка � EMBED Equation.2  ���, то есть              � EMBED Equation.2  ���


Подстановкой � EMBED Equation.2  ��� уравнение (6) приводится к уравнению с разделяю-


щимися переменными


� EMBED Equation.2  ���.                        (30)


Функции � EMBED Equation.2  ���,  где � EMBED Equation.2  ��� корни уравнения


� EMBED Equation.2  ���,                                         (31)


являются решениями уравнения (6), причем среди них могут содержаться осо- бые. Особыми могут быть полуоси оси � EMBED Equation.2  ���: � EMBED Equation.2  ���


	Заметим, что точка (0,0) является особой для ОДУ (6).


	Уравнение


� EMBED Equation.2  ���                                          (31)


всегда приводится к однородному уравнению или к уравнению с разделяющи-мися переменными, причем:


a) если � EMBED Equation.2  ��� то ОДУ (31) - однородное;


б) если � EMBED Equation.2  ��� или � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, то после линейной подстановки  � EMBED Equation.2  ��� получим уравнение с разделяющимися переменными;


в) если � EMBED Equation.2  ��� или � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� то система уравнений


                                                 � EMBED Equation.2  ���


имеет единственное решение � EMBED Equation.2  ��� Заменой  � EMBED Equation.2  ���  ОДУ (31) приводится к однородному уравнению


                                                  � EMBED Equation.2  ���


	Если уравнение (6) не является однородным, но после замены � EMBED Equation.2  ��� где � EMBED Equation.2  ��� обращается в уравнение


                                         � EMBED Equation.2  ���


где функции � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���- однородные, то ОДУ (6) называется в этом случае обобщенным однородным уравнением.


	Пример 8. Уравнение � EMBED Equation.2  ��� является обобщенным однород-ным уравнением, так как после замены � EMBED Equation.2  ��� оно обращается в уравнение


� EMBED Equation.2  ��� которое при � EMBED Equation.2  ��� будет однородным уравнением.





                                 п 3. Линейные ОДУ первого порядка





	Общий вид линейного ОДУ первого порядка


� EMBED Equation.2  ���                                        (32)


где функции � EMBED Equation.2  ���- непрерывны на интервале � EMBED Equation.2  ��� и  � EMBED Equation.2  ��� 


Разделим обе части уравнения (32) на функцию � EMBED Equation.2  ��� и получим эквивалент-ное уравнение


� EMBED Equation.2  ���                                            (33)


где � EMBED Equation.2  ��� также непрерывны на � EMBED Equation.2  ���


	Умножая обе части ОДУ (33) на функцию � EMBED Equation.2  ��� получаем ОДУ


� EMBED Equation.2  ���,                                 (34)


интегрируя которое получаем общий интеграл


� EMBED Equation.2  ���                            (35)


и общее решение


� EMBED Equation.2  ���                      (36)


где С - произвольная постоянная.


	Разрешая ОДУ (33) относительно производной и применяя теорему Коши-Пикара  получаем, что уравнение (33) не имеет особых решений.


	Пример 9. Линейное уравнение


� EMBED Equation.2  ���,                                        (37)


после умножения обеих частей на функцию � EMBED Equation.2  ��� преобразует-ся в уравнение 


                                                        � EMBED Equation.2  ���


Отсюда получаем общее решение ОДУ (37)


                                                      � EMBED Equation.2  ���


где С - произвольная постоянная.


	Некоторые ОДУ первого порядка становятся линейными, если x считать искомой функцией, а y - аргументом, то есть


� EMBED Equation.2  ���                                    (38)


где  � EMBED Equation.2  ���- непрерывные функции на интервале � EMBED Equation.2  ���


	Пример 10. Уравнение � EMBED Equation.2  ���, не являющееся линейным, пре-образуетя в линейное � EMBED Equation.2  ���общее решение которого имеет вид: � EMBED Equation.2  ��� где С- произвольная постоянная.


	Уравнение вида:


� EMBED Equation.2  ���                                 (39)


где � EMBED Equation.2  ���- непрерывны на интервале � EMBED Equation.2  ��� а функция � EMBED Equation.2  ���- непре- рывно дифференцируема на интервале � EMBED Equation.2  ��� заменой  � EMBED Equation.2  ��� приводится к линейному ОДУ


                                                    � EMBED Equation.2  ���


	Одним из замечательных ОДУ вида (39) является уравнение Я.Бернулли


� EMBED Equation.2  ���                         (40)


где функции � EMBED Equation.2  ���- непрерывны при � EMBED Equation.2  ���  Умножая обе части этого уравнения на функцию � EMBED Equation.2  ��� приходим к уравнению вида (39)


� EMBED Equation.2  ���                   (41)


Полагая  в (41) � EMBED Equation.2  ��� получим линейное уравнение


                                          � EMBED Equation.2  ���


Интегрируя это уравнение и возвращаясь к переменной y, получим общее решение уравнения Я.Бернулли в виде


� EMBED Equation.2  ���         (42)


где С- произвольная постоянная.


Заметим, что при � EMBED Equation.2  ��� функция � EMBED Equation.2  ��� также будет решением уравнения Я.Бернулли. Применяя к этому уравнению теорему Коши-Пикара, видим, что при � EMBED Equation.2  ��� решение � EMBED Equation.2  ��� не является особым, а при � EMBED Equation.2  ��� оно особое.


	Пример 11. Уравнение Я.Бернулли � EMBED Equation.2  ���подстановкой � EMBED Equation.2  ���  преобразуется в линейное � EMBED Equation.2  ���, общее решение которого имеет вид  � EMBED Equation.2  ���. Отсюда и из подстановки получаем общее решение искомого уравнения � EMBED Equation.2  ��� где С- произвольная постоянная. 


	Уравнение Я.Риккати


� EMBED Equation.2  ���                                 (43)


где � EMBED Equation.2  ���- непрерывные в интервале � EMBED Equation.2  ��� функции, в общем случае не решается в квадратурах. Однако, если известно хотя бы одно его частное решение � EMBED Equation.2  ��� то заменой � EMBED Equation.2  ��� оно приводится к урав-нению Я.Бернулли.





                    п 4. ОДУ первого порядка в полных дифференциалах





	Определение 15. ОДУ первого порядка


� EMBED Equation.2  ���,                                      (6)


где функции � EMBED Equation.2  ���- непрерывны в области � EMBED Equation.2  ���а левая часть есть полный дифференциал некоторой дифференцируемой функции � EMBED Equation.2  ���  назовем ОДУ в полных дифференциалах. Общий интеграл этого уравнения задается соотношением


                                                       � EMBED Equation.2  ��� 


	Поставим следующие вопросы: 1. Каким образом по виду уравнения (6)


 можно определить, является ли оно уравнением в полных дифференциалах? 2. Как найти функцию � EMBED Equation.2  ���?


	Ответы на эти вопросы дает следующая


	Теорема 5. Уравнение (6), где � EMBED Equation.2  ���- неп-рерывны в области � EMBED Equation.2  ���тогда и только тогда будет ОДУ в полных диффе-ренциалах, если для всех � EMBED Equation.2  ��� имеет место равенство 


� EMBED Equation.2  ���                                           (44)


	Доказательство. Докажем первую часть теоремы. Пусть левая часть уравнения (6) является в области � EMBED Equation.2  ��� полным дифференциалом функции � EMBED Equation.2  ��� то есть имеет место тождество


� EMBED Equation.2  ���               (45)


Из тождества (45), в силу произвольности � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, получаем тождества


� EMBED Equation.2  ���                        (46)


дифференцируя которые соответственно по y и по x, получим


� EMBED Equation.2  ���                    (47)


В силу непрерывности функций� EMBED Equation.2  ��� в области � EMBED Equation.2  ���, из тео-ремы о равенстве смешанных производных получаем равенство (44).


	Докажем вторую часть теоремы. Пусть в области � EMBED Equation.2  ��� выполняется равенство (44). Требуется показать,что существует такая функция � EMBED Equation.2  ��� полный дифференциал которой в области � EMBED Equation.2  ��� тождественно равен левой час-ти уравнения (6), то есть имеют место тождества (46). Всё множество функций, удовлетворяющих первому тождеству в (46), дается формулой


� EMBED Equation.2  ���                                 (48)


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная дифференцируемая функция от y. Покажем, что � EMBED Equation.2  ��� можно выбрать так, чтобы выполнялось и второе тождество в (46), т.е.


� EMBED Equation.2  ���                                          (49)


Подставляя (48) в (49), получим


� EMBED Equation.2  ���                             (50)


Отсюда следует, что � EMBED Equation.2  ��� можно найти, если правая часть в (50) не зависит от переменной x, то есть


� EMBED Equation.2  ���.                              (51)


Преобразуя левую часть в (51), получим


           � EMBED Equation.2  ���


           � EMBED Equation.2  ���(по условию (44) теоремы (5)) = 0.


	Таким образом, функция � EMBED Equation.2  ��� с точностью до произвольной постоя-нной, имеет вид


� EMBED Equation.2  ���              (52)


Теорема доказана.


	Замечание. Из доказательства второй части теоремы 5 следует практи-ческий прием решения ОДУ в полных дифференциалах.


	Пример 12. Уравнение � EMBED Equation.2  ��� является ОДУ в пол-ных дифференциалах, так как � EMBED Equation.2  ��� в области � EMBED Equation.2  ��� Здесь  � EMBED Equation.2  ��� По формуле (52) находим функцию


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. Таким образом, общий интеграл искомого уравнения будет  � EMBED Equation.2  ��� где   � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная.


	Теорема 6. Решение задачи Коши для ОДУ(6) в полных дифференциалах  с начальными условиями � EMBED Equation.2  ��� где область D являет-ся областью непрерывности функций � EMBED Equation.2  ��� и в которой � EMBED Equation.2  ��� даётся одной из формул:


� EMBED Equation.2  ���                             (53)


� EMBED Equation.2  ���                             (54)


причем это решение единственно.


	Доказать самостоятельно, используя вторую часть доказательства тео-ремы 5.


	Заметим, что в точках, где одновременно обращаются в нуль функции � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� и называемых особыми для ОДУ (6), не гарантируется единственность решения задачи Коши.


	Пример 13. Единственным решением задачи Коши для уравнения � EMBED Equation.2  ��� с начальными данными � EMBED Equation.2  ��� является функ-ция � EMBED Equation.2  ��� Показать самостоятельно.


	Пример 14. Найти все интегральные кривые уравнения в полных диффе-ренциалах � EMBED Equation.2  ���, проходящие через точку � EMBED Equation.2  ���





                                      п 5. Интегрирующий множитель





	Рассмотрим уравнение (6) с непрерывными в области� EMBED Equation.2  ��� функциями � EMBED Equation.2  ���, не являющееся уравнением в полных дифференциалах. 


	Определение 16. Если при умножении обеих частей ОДУ (6) на функцию � EMBED Equation.2  ���, непрерывную вместе со своими частными производными и отличную от нуля в области � EMBED Equation.2  ���, уравнение (6) обращается в ОДУ в полных дифференци- алах, то есть для всех � EMBED Equation.2  ��� выполняется равенство


                            � EMBED Equation.2  ���


или


� EMBED Equation.2  ���, (55)


то функцию � EMBED Equation.2  ��� назовем интегрирующим множителем ОДУ (6), а уравне-ние (55) - уравнением интегрирующего множителя.


	Заметим, что решить уравнение (55) не легче, чем уравнение (6), поэтому рассмотрим случаи, когда интегрирующий множитель находится достаточно легко:


	1) пусть � EMBED Equation.2  ���, тогда уравнение (55) принимает вид


                     � EMBED Equation.2  ���


или


� EMBED Equation.2  ���.                                 (56)


Если правая часть в (56) зависит только от x, то есть


                                        � EMBED Equation.2  ���


то из (56) интегрированием находим � EMBED Equation.2  ��� с точностью до мультипликатив- ной постоянной


� EMBED Equation.2  ���                                                 (57)


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная (обычно полагают � EMBED Equation.2  ���).


	2) пусть � EMBED Equation.2  ���, то из (55) получаем


� EMBED Equation.2  ���.                                  (58)


Если правая часть в (58) является функцией одного только y, то есть


                                         � EMBED Equation.2  ���


 то интегрируя (58) получаем


� EMBED Equation.2  ���                                               (59)


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная (для удобства обычно считают � EMBED Equation.2  ���)


	3) пусть � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���- известная функция, непре-рывная вместе со своими частными производными в области � EMBED Equation.2  ���, тогда из (55) получаем 


� EMBED Equation.2  ���                         (60)


Если правая часть в (60) есть функция � EMBED Equation.2  ��� то


� EMBED Equation.2  ���                                      (61)


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная.


	Выясним вопрос существования интегрирующего множителя � EMBED Equation.2  ��� в общем случае. Справедлива


	Теорема 7. Если ОДУ (6) имеет в области единственности � EMBED Equation.2  ��� общий интеграл


� EMBED Equation.2  ���                                                   (62)


где функция � EMBED Equation.2  ��� непрерывна в области � EMBED Equation.2  ��� вместе со своими частными производными до второго порядка включительно, то уравнение (6) имеет интегрирующий множитель.


	Доказательство. Так как (62) суть общий интеграл ОДУ (6), то для всех � EMBED Equation.2  ��� справедливо тождество


� EMBED Equation.2  ���.                         (63)


Предположим, что в области � EMBED Equation.2  ��� тогда из (63) получа- ем интегрирующий множитель � EMBED Equation.2  ��� в виде


� EMBED Equation.2  ���                                    (64)


Действительно, умножая обе части ОДУ (6) на функцию (64), получим 


                                        � EMBED Equation.2  ���


то есть функция (64) является интегрирующим множителем ОДУ (6). Теорема доказана.


	Следствие. Из теоремы 7 следует, что каждому интегрирующему множи-телю � EMBED Equation.2  ��� ОДУ (6) соответствует, с точностью до аддитивной постоян-ной, интеграл � EMBED Equation.2  ��� этого уравнения.


	Из уравнения интегрирующего множителя (55) видно, что интегрирую- щих множителей бесчисленное множество, если есть хотя бы один � EMBED Equation.2  ���), отличный от тождественной постоянной, например, � EMBED Equation.2  ��� где посто-янное число � EMBED Equation.2  ��� Исчерпывается ли этой совокупностью все множество интегрирующих множителей уравнения (6) ?  Как найти все множество интег-рирующих множителей, если известен хотя бы один ?  Ответы на эти вопросы дают следующие теоремы.


	Теорема 8. Если � EMBED Equation.2  ���- интегрирующий множитель ОДУ  (6),  а � EMBED Equation.2  ���- соответствующий ему первый интеграл этого уравнения, то функция


� EMBED Equation.2  ���                                (65)


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная дифференцируемая функция, тоже будет интегри-рующим множителем уравнения (6).


	Доказательство. Умножим левую часть ОДУ (6) на функцию (65)


             � EMBED Equation.2  ���.


Отсюда и из определения 16 следует утверждение теоремы. Теорема доказана.


	Теорема 9. Если � EMBED Equation.2  ���- интегрирующий множитель ОДУ (6), а � EMBED Equation.2  ���- соответствующий интеграл уравнения (6), то всякий интегрирую- щий множитель � EMBED Equation.2  ��� этого уравнения находится по формуле


� EMBED Equation.2  ���,                                  (66)


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная дифференцируемая функция.


	Доказательство. Пусть � EMBED Equation.2  ���- какой нибудь интегрирующий множи- тель ОДУ (6), а � EMBED Equation.2  ���- соответствующий ему интеграл. Тогда имеем равен-ства


� EMBED Equation.2  ���,                    (67)


из которых получаем


                                    � EMBED Equation.2  ���,


                                           � EMBED Equation.2  ���.


Поделим почленно равенства первой строки на соответствующие равенства второй строки, получим


                         � EMBED Equation.2  ���


Таким образом, якобиан функций � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� тождественно равен нулю. Отсюда, согласно теореме из анализа о зависимости функций, между  этими функциями существует функциональная зависимость 


� EMBED Equation.2  ���                                                    (68)


где � EMBED Equation.2  ���- дважды непрерывно дифференцируемая функция. Поделим поч- ленно второе равенство в (67) на первое, получим


� EMBED Equation.2  ���                                                      (69)


Дифференцируя (68) и подставляя в (69), будем иметь 


                                   � EMBED Equation.2  ���


что и требовалось доказать.


	Следствие. Если � EMBED Equation.2  ��� и  � EMBED Equation.2  ���- два различных интегрирующих множителя ОДУ (6), отношение которых не равно тождественно постоянной, то выражение


� EMBED Equation.2  ���                                                    (70)


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная, является общим интегралом ОДУ (6).


	Пример 15. Функции� EMBED Equation.2  ���являются интегрирую-щими множителями уравнения � EMBED Equation.2  ���, причем их отношение не равно тождественно постоянной. Таким образом,  выражение � EMBED Equation.2  ���                                         


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная, является общим интегралом данного урав-нения.
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