( 4. ОДУ первого порядка, не разрешенные относительно производной





	Определение 22. Дифференциальное уравнение


� EMBED Equation.2  ���,                                                (1)


где функция � EMBED Equation.2  ���- непрерывна в области � EMBED Equation.2  ���, называется ОДУ первого порядка, не разрешенное относительно производной.


	Определение 23. Решением ОДУ (1) в явной форме называется функция � EMBED Equation.2  ���, определенная на промежутке � EMBED Equation.2  ���р� EMBED Equation.2  ��� и удовлетворяющая условиям:


1) � EMBED Equation.2  ��� 


2) � EMBED Equation.2  ���


3) � EMBED Equation.2  ���.


	Определение 24. Решеним ОДУ (1) в неявной форме на промежутке � EMBED Equation.2  ���p� EMBED Equation.2  ��� называется решение � EMBED Equation.2  ��� функционального уравнения


                                                          � EMBED Equation.2  ���


и обращающее ОДУ (1) в тождество для всех � EMBED Equation.2  ���


	Определение 25. Решением ОДУ (1) в параметрической форме называет-ся функция 


                                                           � EMBED Equation.2  ���


определенная на промежутке � EMBED Equation.2  ��� и удовлетворяющая условиям


1) � EMBED Equation.2  ���;


2) � EMBED Equation.2  ���


3) � EMBED Equation.2  ���.


	Определение 26. Задачей Коши для ОДУ (1) называется задача нахожде-ния решения � EMBED Equation.2  ��� этого уравнения, которое удовлетворяет начальному условию


� EMBED Equation.2  ���p� EMBED Equation.2  ���.                           (9� EMBED Equation.2  ���)


	Зафиксируем точку � EMBED Equation.2  ��� и рассмотрим уравнение


� EMBED Equation.2  ���                                                 (87)


относительно � EMBED Equation.2  ���. Допустим, что уравнение (87) разрешимо, то есть


� EMBED Equation.2  ���                                (88)


Таким образом, в точке � EMBED Equation.2  ��� определено � EMBED Equation.2  ��� различных направлений. Все эти направления определяют поле направлений в точке � EMBED Equation.2  ���


	Определение 27. Точка � EMBED Equation.2  ���p� EMBED Equation.2  ��� называется точкой един-ственности решения задачи Коши для ОДУ (1) с начальными условиями (9� EMBED Equation.2  ���), если в каждом из направлений


 � EMBED Equation.2  ���                               (89)


 через точку� EMBED Equation.2  ��� проходит не более одной интегральной кривой уравнения (1).


	Определение 28. Точка � EMBED Equation.2  ���p� EMBED Equation.2  ��� называется точкой      неединственности решения задачи Коши для ОДУ (1) с начальными условия- ми (9� EMBED Equation.2  ���), если в одном из направлений (89) через эту точку проходит более одной интегральной кривой.


	Пусть ОДУ (1) в некоторой окрестности � EMBED Equation.2  ���p� EMBED Equation.2  ��� точки � EMBED Equation.2  ��� может быть разрешено относительно � EMBED Equation.2  ���, то есть распадается на � EMBED Equation.2  ��� различных уравнений


� EMBED Equation.2  ���                                 (90)


разрешенных относительно производной.


	Предположим, что каждое из уравнений (90) имеет общее решение


� EMBED Equation.2  ���                                   (91)


или общий интеграл 


� EMBED Equation.2  ���                                 (92)


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная.


	Определение 29. Совокупность общих решений (91) или общих интегра-лов (92) называется общим решением или общим интегралом ОДУ (1).


	Определение 30. Решение ОДУ (1) называется частным, если каждая точ-ка соответствующей интегральной кривой является точкой единственности решения задачи Коши для уравнения (1).


	Определение 31. Решение ОДУ (1) называется особым, если каждая точ- ка соответствующей интегральной кривой является точкой неединственности решения задачи Коши для уравнения(1).


	Теорема 11 (Коши-Пикара). Пусть функция � EMBED Equation.2  ��� в окрестности � EMBED Equation.2  ��� точки � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���- один из действительных корней уравнения (87), непрерывна по � EMBED Equation.2  ��� и непрерывно дифференцируема по� EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, а её производная � EMBED Equation.2  ��� отлична от нуля в точке � EMBED Equation.2  ��� Тогда существу-ет единственное решение � EMBED Equation.2  ��� задачи Коши для ОДУ (1) с начальными условиями (9� EMBED Equation.2  ���), определенное на отрезке � EMBED Equation.2  ���p� EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���- достаточно мало, для которого � EMBED Equation.2  ���


	Доказательство. Так как функция � EMBED Equation.2  ��� удовлетворяет всем усло-виям теоремы существования неявной функции, то уравнение (1) в окрестнос-ти � EMBED Equation.2  ��� определяет � EMBED Equation.2  ��� как однозначную функцию от � EMBED Equation.2  ���, то есть


� EMBED Equation.2  ���                                                   (93)


где � EMBED Equation.2  ���- непрерывна вместе со своей частной производной � EMBED Equation.2  ��� в не-которой окрестности � EMBED Equation.2  ���р� EMBED Equation.2  ��� точки � EMBED Equation.2  ���, при- чем � EMBED Equation.2  ��� Таким образом, для ОДУ (93), разрешенного относи- тельно производной, выполнены все условия теоремы 10.  Поэтому сущест- вует достаточно малое положительное значение � EMBED Equation.2  ��� такое, что на отрезке � EMBED Equation.2  ���р� EMBED Equation.2  ��� существует и притом единственное решение � EMBED Equation.2  ��� ОДУ (93), а значит и ОДУ (1), такое, что � EMBED Equation.2  ��� Покажем, что � EMBED Equation.2  ��� В самом деле, так как � EMBED Equation.2  ��� является решением ОДУ (93) на отрезке � EMBED Equation.2  ���, то на этом отрезке имеет место тождество


                                               � EMBED Equation.2  ���.


Полагая в этом тождестве � EMBED Equation.2  ���, получим


                           � EMBED Equation.2  ���. 


Теорема доказана.


	Рассмотрим вопрос о существовании особых решений у ОДУ (1). Оче-видно, что особые решения ОДУ (1) могут содержать лишь те точки, в кото-рых нарушаются условия теоремы 11. В частности, если � EMBED Equation.2  ��� непре- рывна и имеет непрерывные частные производные первого порядка, то особые решения следует искать среди множества тех точек, координаты кото-


рых одновременно удовлетворяют уравнениям


� EMBED Equation.2  ���                                               (94)


где � EMBED Equation.2  ��� Если система (94) совместна, то исключая параметр � EMBED Equation.2  ���, получим некоторую кривую � EMBED Equation.2  ���, называемую � EMBED Equation.2  ���-дискриминантной кривой ОДУ (1). Таким образом, если ОДУ (1) имеет особые решения, то они нахо-дятся среди множества � EMBED Equation.2  ���-дискриминантных кривых уравнения (1).


	Укажем первый метод метод нахождения особых решений ОДУ (1): 


1) найти все � EMBED Equation.2  ���-дискриминантные кривые ОДУ (1);


2) среди найденных кривых найти интегральные кривые ОДУ (1);


3) проверить нарушение единственности в точках найденных интегральных кривых и выделить среди них особые.


	Пример 16. Рассмотрим уравнение 


� EMBED Equation.2  ���                                           (95)


и составим систему уравнений (94) для определения � EMBED Equation.2  ���-дискриминантных кривых


                                                         � EMBED Equation.2  ���.


Исключая параметр � EMBED Equation.2  ���, получаем � EMBED Equation.2  ���-дискриминантную кривую


� EMBED Equation.2  ���.                                             (96)


Непосредственной подстановкой убеждаемся, что (96) есть решение ОДУ (95). Общее решение уравнения (95) есть семейство прямых


� EMBED Equation.2  ���,                                              (97)


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная.


Значения углового коэффициента в точках кривых (96) и (97) соответственно равны � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���. Приравняем эти значения и найдем � EMBED Equation.2  ���. Подс- тавим это значение � EMBED Equation.2  ��� в (96) и (97) и получим, что при этом значении ин- тегральные кривые (96) и (97) соприкасаются. Таким образом, через каждую точку интегральной кривой (96) в том же направлении проходит другая инте-гральная кривая из множества интегральных прямых (97). Отсюда и из определения особой интегральной кривой получаем, что кривая (96) - особая.


	Пример 17. Для уравнения 


 � EMBED Equation.2  ���                                              (98)


прямая � EMBED Equation.2  ��� будет единственной � EMBED Equation.2  ���-дискриминантной кривой, которая не является интегральной кривой этого уравнения. Таким образом, ОДУ (98) не имеет особых решений.


	Рассмотрим простейшие случаи интегрирования ОДУ (1).


	Случай 1. ОДУ (1) имеет вид


� EMBED Equation.2  ���                                                    (99)


Пусть уравнение (99) имеет конечное или счетное (случай континуума мы не рассматриваем) число действительных решений относительно � EMBED Equation.2  ���, то есть


� EMBED Equation.2  ���,                                   (100)


где � EMBED Equation.2  ���- постоянные числа.


Находим общие решения уравнений (100) в виде


� EMBED Equation.2  ���                                                (101)


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. Выражая из (101) постоянные � EMBED Equation.2  ��� и подстав-ляя в (99), получим общий интеграл ОДУ (99) в виде


                                                        � EMBED Equation.2  ���.


Особых решений в этом случае нет.


	Пример 18. Уравнение


                                                � EMBED Equation.2  ���


имеет общий интеграл


                                         � EMBED Equation.2  ���.


	Случай 2. ОДУ (1) имеет вид


� EMBED Equation.2  ���.                                                 (102)


В этом случае могут представиться три возможности:


	а) уравнение (102) разрешимо относительно � EMBED Equation.2  ���, то есть


                                         � EMBED Equation.2  ���.                                     (103)


Общий интеграл каждого уравнения (103) имеет вид


                                             � EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. Особых решений нет.


	б) уравнение (102) однозначно разрешимо относительно � EMBED Equation.2  ���, то есть


� EMBED Equation.2  ���                                                     (104)


где � EMBED Equation.2  ���- непрерывно дифференцируемая функция по � EMBED Equation.2  ��� Обозначим через � EMBED Equation.2  ���, тогда уравнение (104) запишется в виде


 � EMBED Equation.2  ���.                                                     (105)


Для выражения искомой функции � EMBED Equation.2  ��� через � EMBED Equation.2  ��� воспользуемся тождеством � EMBED Equation.2  ���, подставляя в которое (105), получим


                           � EMBED Equation.2  ���


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная.


	Таким образом, получили общее решение ОДУ (104) в параметрической форме


                                                 � EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� - параметр, а � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. Особых решений нет.


	в) уравнение (102) допускает параметрическое представление


� EMBED Equation.2  ���                                   (106)


такое, что � EMBED Equation.2  ��� и функции � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���- непре-рывно дифференцируемы в промежутке � EMBED Equation.2  ���.


	Тогда из (106) и тождества � EMBED Equation.2  ��� получаем  � EMBED Equation.2  ���. Таким образом, общее решение ОДУ (102) в этом случае представляется в параметрическом виде


                                             � EMBED Equation.2  ��� ,


где � EMBED Equation.2  ���- параметр, а � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная.


	Пример 19. Уравнение 


� EMBED Equation.2  ���                                                   (107)


разрешимо относительно � EMBED Equation.2  ���, а именно


                                                           � EMBED Equation.2  ���.


Тогда общее решение ОДУ (107) имеет вид


                                                      � EMBED Equation.2  ���


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. Особых решений нет.


	Пример 20. Уравнение


� EMBED Equation.2  ���                                                 (108)


однозначно разрешимо относительно � EMBED Equation.2  ��� а именно: � EMBED Equation.2  ���. Полагая � EMBED Equation.2  ��� получим � EMBED Equation.2  ��� Отсюда и из тождества � EMBED Equation.2  ��� имеем


          � EMBED Equation.2  ���


	Таким образом, получаем общее решение ОДУ (108) в параметрической 


   форме                        � EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. Особых решений нет.


	Пример 21. Уравнение


� EMBED Equation.2  ���                                          (109)


допускает параметрическое представление, если положить


                                           � EMBED Equation.2  ���


Это представление получается, если в (109) положить � EMBED Equation.2  ��� Общее решение ОДУ (109)  в параметрической форме имеет вид


                                               � EMBED Equation.2  ���  , 


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. Особых решений нет.


	Случай 3. ОДУ (1) имеет вид


� EMBED Equation.2  ���,                                                (110)


где функция � EMBED Equation.2  ���- непрерывно дифференцируема по � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� Рассмотрим три возможности:


	а) уравнение (110) может быть разрешено относительно � EMBED Equation.2  ���, то есть


� EMBED Equation.2  ���                                (111)


где функция � EMBED Equation.2  ���- непрерывно дифференцируема в промежутке � EMBED Equation.2  ���


Общее решение ОДУ (110) в этом случае имеет вид


                                                      � EMBED Equation.2  ���


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. 


Решениями ОДУ (111) также будут функции � EMBED Equation.2  ��� где � EMBED Equation.2  ���- решения уравнения � EMBED Equation.2  ��� Среди этих решений могут быть особые.


	б) уравнение (110) однозначно разрешимо относительно � EMBED Equation.2  ���, то есть


� EMBED Equation.2  ���                                              (112)


где функция � EMBED Equation.2  ���- непрерывно дифференцируема по � EMBED Equation.2  ���


Полагая � EMBED Equation.2  ��� и используя тождество � EMBED Equation.2  ���, получим


                                                    � EMBED Equation.2  ���


Отсюда получаем общее решение ОДУ (112) в параметрической форме


                                                        � EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� - параметр, а � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. 


Решение � EMBED Equation.2  ��� уравнения (112) может быть особым.


	в) уравнение (110) допускает параметризацию


                                             � EMBED Equation.2  ���


такую, что � EMBED Equation.2  ��� и функции � EMBED Equation.2  ���- непре-рывно дифференцируемы в промежутке � EMBED Equation.2  ��� Используя тождество � EMBED Equation.2  ���, находим � EMBED Equation.2  ���


                                   � EMBED Equation.2  ���.


Отсюда получаем общее решение ОДУ (110) в параметрической форме


                                        � EMBED Equation.2  ���


Кроме этого, решениями ОДУ (110) будут функции � EMBED Equation.2  ���, для которых � EMBED Equation.2  ��� Среди этих решений могут быть особые.


	Случай 4. ОДУ (1) имеет вид


� EMBED Equation.2  ���                                                 (113)


где функция � EMBED Equation.2  ���- непрерывно дифференцируема по � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���


Полагаем � EMBED Equation.2  ���, тогда будем иметь равенство


� EMBED Equation.2  ���.                                                  (114)


Дифференцируя равенство (114), получим


� EMBED Equation.2  ���.                                   (115)


Подставляя (115) в тождество � EMBED Equation.2  ���, получим ОДУ для определения � EMBED Equation.2  ���


                                   � EMBED Equation.2  ���,


из которого находим общее решение � EMBED Equation.2  ��� где � EMBED Equation.2  ���- произвольная пос-тоянная. Отсюда и из (114) получаем общее решение ОДУ (113) в параметри-ческой форме


                                                 � EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� - параметр, а � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. Особые решения следует искать среди � EMBED Equation.2  ���-дискриминантных кривых.


	Пример 22. Для интегрирования уравнения





� EMBED Equation.2  ���                                              (116)


положим � EMBED Equation.2  ��� и, дифференцируя равенство


� EMBED Equation.2  ���,                                                (117)


получим


� EMBED Equation.2  ���.                                      (118)


Подставляя (118) в тождество � EMBED Equation.2  ��� и интегрируя полученное ОДУ, имеем


                 � EMBED Equation.2  ��� ,


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная.


Заменяя в (117) � EMBED Equation.2  ���, получим общее решение ОДУ (116) в виде


                                                       � EMBED Equation.2  ���.


Подставляя � EMBED Equation.2  ���  в равенство (117), получим особое решение � EMBED Equation.2  ���. Почему ?


	Случай 5. ОДУ (1) имеет вид


� EMBED Equation.2  ���,                                             (119)


где функция � EMBED Equation.2  ���- непрерывно дифференцируема по � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���.


Полагая в (119) � EMBED Equation.2  ��� и дифференцируя полученное равенство 


                                                            � EMBED Equation.2  ���,


с учетом тождества � EMBED Equation.2  ���, будем иметь дифференциальное уравнение


� EMBED Equation.2  ���                           (120)


для определения � EMBED Equation.2  ���. Пусть общее решение ОДУ (120) будет


                                                            � EMBED Equation.2  ���


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. Отсюда получаем общее решение уравнения (119) в параметрической форме


                                                      � EMBED Equation.2  ��� ,


где � EMBED Equation.2  ��� - параметр, а � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. Особые решения следует искать среди � EMBED Equation.2  ���-дискриминантных кривых уравнения (119).


	Пример 23. Для интегрирования уравнения


� EMBED Equation.2  ���                                       (121)


положим � EMBED Equation.2  ��� и продифференцируем полученное равенство


� EMBED Equation.2  ���                                           (122)


Тогда, с учетом тождества � EMBED Equation.2  ���, получим дифференциальное уравнение


                                              � EMBED Equation.2  ���


которое распадается на два уравнения: � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� Из первого находим � EMBED Equation.2  ��� где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. Подставляя это выра-жение в (122), получим общее решение ОДУ (121) в виде


                 � EMBED Equation.2  ���


Из второго уравнения выражаем � EMBED Equation.2  ��� и подставляем в (122). Получаем особое решение � EMBED Equation.2  ��� Почему ?


	Рассмотрим некоторые замечательные дифференциальные уравнения, относящиеся к случаю 5.


	Уравнение Лагранжа имеет вид


� EMBED Equation.2  ���,                                       (123)


где функции � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���- непрерывно дифференцируемы по � EMBED Equation.2  ���.


Полагая в (123) � EMBED Equation.2  ��� и дифференцируя полученное равенство 


� EMBED Equation.2  ���,                                        (124)


 получим, с учетом тождества � EMBED Equation.2  ���, линейное ОДУ


� EMBED Equation.2  ��� ,                              (125)


при условии � EMBED Equation.2  ���. Интегрируя (125), получим общее решение в виде


� EMBED Equation.2  ���                                       (126)


где� EMBED Equation.2  ���- известные функции, а � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. Отсюда и из (124) получаем общее решение ОДУ (123) в параметрической форме


                                                   � EMBED Equation.2  ���  ,


где � EMBED Equation.2  ��� - параметр, а � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная.


	Если же при некоторых значениях � EMBED Equation.2  ��� имеют место тож-дества � EMBED Equation.2  ��� то уравнение Лагранжа будет иметь ещё решения


                                   � EMBED Equation.2  ���


которые могут оказаться особыми.


	Пример 24. Уравнение


                                                        � EMBED Equation.2  ���,                                          (127)


при обозначении � EMBED Equation.2  ���, перепишется в виде


� EMBED Equation.2  ���.                                              (128)


Дифференцируя (128) и учитывая тождество � EMBED Equation.2  ���, получим линейное уравнение


� EMBED Equation.2  ���,                                      (129)


при условии � EMBED Equation.2  ���.


Интегрируя ОДУ (129), получим


                                                 � EMBED Equation.2  ��� ,


и, с учетом (128), будем иметь общее решение уравнения (127) в параметричес-кой форме


                                          � EMBED Equation.2  ���


где � EMBED Equation.2  ��� - параметр � EMBED Equation.2  ���, а � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная.


Если � EMBED Equation.2  ���, то уравнение (127) имеет еще решения � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, которые не являются особыми. Почему ? 


ОДУ (127) не имеет особых решений. Почему ?


	Уравнение Клеро  имеет следующий вид


� EMBED Equation.2  ���,                                          (130)


где функция � EMBED Equation.2  ���- непрерывно дифференцируемая по � EMBED Equation.2  ���


Рассуждая также как и в случае уравнения Лагранжа при � EMBED Equation.2  ���, полу-чим общее решение ОДУ (130) в виде


                                                       � EMBED Equation.2  ���


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная.


Особое решение уравнения Клеро записывается в параметрическом виде


                                                   � EMBED Equation.2  ���


	Пример 25. Полагая в уравнении


 � EMBED Equation.2  ���                                             (131)


� EMBED Equation.2  ���, получим равенство


 � EMBED Equation.2  ���                                              (132)


дифференцируя которое и учитывая тождество � EMBED Equation.2  ���, будем иметь


                                                            � EMBED Equation.2  ��� 


Это уравнение распадается на два: � EMBED Equation.2  ��� Из второго уравнения найдём � EMBED Equation.2  ��� и подставим в (132), получим общее решение ОДУ (131) в виде


                                                               � EMBED Equation.2  ���


где � EMBED Equation.2  ���- произвольная постоянная. Из первого уравнения и (132) находим осо-бое решение ОДУ (131)


                                                              � EMBED Equation.2  ���
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