	2. Нахождение частного решения ЛНОДУ (113) операторным методом. Из формулы (115) можно получить вид частного решения при произвольной функции � EMBED Equation.2  ���, непрерывной на интервале � EMBED Equation.2  ���. Для этого достаточно найти результат воздействия оператора � EMBED Equation.2  ��� на функцию � EMBED Equation.2  ���:


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


Отсюда и из (112) получаем частное решение ЛНОДУ (113) в виде:


� EMBED Equation.2  ���.                (116)


	Из предыдущих рассуждений получаем алгоритм нахождения частного решения ЛНОДУ (113) � EMBED Equation.2  ���-го порядка с постоянными коэффициентами:


1) разложить дробь � EMBED Equation.2  ��� на простейшие дроби вида � EMBED Equation.2  ���;


2) написать аналогичное разложение обратного оператора � EMBED Equation.2  ���;


3) найти результат воздействия операторов � EMBED Equation.2  ��� на функцию � EMBED Equation.2  ���.


	Пример 17. Найдём общее решение уравнения 


� EMBED Equation.2  ���.                                      (117)


Составим характеристическое уравнение соотвествующего однородного уравнения


� EMBED Equation.2  ���                                             (118)


и найдем его корни


� EMBED Equation.2  ���.


Отсюда получаем общее решение ЛООДУ (118) в виде:


� EMBED Equation.2  ���


Найдём частное решение  ЛНОДУ (117) с помощью приведённого выше алгоритма:


� EMBED Equation.2  ���.


Таким образом, общее решение ЛНОДУ (117) имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���.


	Пример 18. Найдём общее решение ЛНОДУ


� EMBED Equation.2  ���


1) � EMBED Equation.2  ���;


2) � EMBED Equation.2  ���;


3) � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���,   (� EMBED Equation.2  ���);


4) � EMBED Equation.2  ���


	3. Нахождение частного решения ЛНОДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка с постоянными коэффициентами, правая часть которого является квазиполиномом. Пусть правая часть уравнения (113) имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���,                                           (119)


где � EMBED Equation.2  ���- многочлен по � EMBED Equation.2  ��� степени � EMBED Equation.2  ��� с комплексными коэффициентами. Рассмотрим следующие случаи.


	Случай 1. Пусть


� EMBED Equation.2  ���,


тогда, а) если � EMBED Equation.2  ���, то при нахождении частного решения в этом случае воспользуемся понятием обратного оператора � EMBED Equation.2  ��� и определим � EMBED Equation.2  ��� следующим образом. Расположим � EMBED Equation.2  ��� по возрастающим степням � EMBED Equation.2  ���, то есть


� EMBED Equation.2  ���,


и поделим почленно единицу на � EMBED Equation.2  ���


�1                                                              � EMBED Equation.2  ���


����� EMBED Equation.2  ���      � EMBED Equation.2  ���


� � EMBED Equation.2  ���


��� EMBED Equation.2  ���


        � EMBED Equation.2  ���


         . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 


�


                         � EMBED Equation.2  ���





Введём обозначения


� EMBED Equation.2  ���                               � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���       � EMBED Equation.2  ���


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .                      . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 


� EMBED Equation.2  ���             � EMBED Equation.2  ���.


Тогда справедливо операторное тождество


� EMBED Equation.2  ���.


Пусть � EMBED Equation.2  ���, то есть 


� EMBED Equation.2  ���,                                   (120)


где максимальная степень многочлена � EMBED Equation.2  ��� будет � EMBED Equation.2  ���, а минимальная степень многчлена � EMBED Equation.2  ��� будет � EMBED Equation.2  ���. 


Подействуем каждой из частей операторного тождества (120) на � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���.


Так как � EMBED Equation.2  ���, то будем иметь тождество


� EMBED Equation.2  ���.           (121)


Если подействуем на крайние части тождества (121) обратным оператором � EMBED Equation.2  ���, то получим частное решение ЛНОДУ (113) в виде:


� EMBED Equation.2  ���.                            (122)


В частности, если � EMBED Equation.2  ���, то � EMBED Equation.2  ���.


	Пример 19. Найдём частное решение уравнения





� EMBED Equation.2  ���.


Имеем: � EMBED Equation.2  ���. Тогда частное решение находим, используя деление единицы на � EMBED Equation.2  ���:


�                             1                       � EMBED Equation.2  ���


���                             � EMBED Equation.2  ���              � EMBED Equation.2  ���     � EMBED Equation.2  ���


                                � EMBED Equation.2  ���


�                                 � EMBED Equation.2  ���


�                                              � EMBED Equation.2  ���    � EMBED Equation.2  ���.


По формуле (122) находим частное решение данного уравнения


� EMBED Equation.2  ���;


	б) если � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���- кратность корня � EMBED Equation.2  ��� уравнения � EMBED Equation.2  ���, то � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���, и частное решение ЛНОДУ (113) находится  по формуле


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���,                  (123)


где � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���- полиномы по � EMBED Equation.2  ��� степени � EMBED Equation.2  ���.


	Пример 20. Найдём частное решение уравнения


� EMBED Equation.2  ���.


Здесь � EMBED Equation.2  ���. Получаем


� EMBED Equation.2  ���


                                                                                                                                                                                                                                                 


� EMBED Equation.2  ���.


	Случай 2. Пусть


� EMBED Equation.2  ���


тогда: а) если � EMBED Equation.2  ���, то частное решение ЛНОДУ (113) имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���;                              (124)


б) если � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���- кратность корня � EMBED Equation.2  ��� уравнения � EMBED Equation.2  ���, то � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���. Частное решение имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���.                              (125)


	Пример 21. Найдём частное решение ЛНОДУ


� EMBED Equation.2  ���.


Находим выражение для � EMBED Equation.2  ���, тогда частное решение данного ЛНОДУ находится по формуле


� EMBED Equation.2  ���� EMBED Equation.2  ���.


	Случай 3. Пусть 


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� а � EMBED Equation.2  ���- полином степени � EMBED Equation.2  ��� относительно переменной � EMBED Equation.2  ��� с комплексными коэффициентами.


	Покажем, что в этом случае частное решение ЛНОДУ (113) можно найти по формуле


� EMBED Equation.2  ���,                                     (126)


где � EMBED Equation.2  ���- многочлен степени � EMBED Equation.2  ��� с комплексными коэффициентами, а � EMBED Equation.2  ���, если � EMBED Equation.2  ���, если же число � EMBED Equation.2  ��� является корнем уравнения � EMBED Equation.2  ���, то � EMBED Equation.2  ��� означает его кратность.


	В самом деле, по определению кратности корня, получаем выражение � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ���. Тогда частное решение находится следующим образом:


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ���- многочлены степени � EMBED Equation.2  ��� относительно переменной � EMBED Equation.2  ��� c  комплексными коэффициентами.


	Случай 4. Пусть


� EMBED Equation.2  ���,


где числа � EMBED Equation.2  ���, а также коэффициенты полиномов � EMBED Equation.2  ���, являются действительными.


	Покажем, что ЛНОДУ (113) в этом случае имеет частное решение


� EMBED Equation.2  ���,                    (127)


где � EMBED Equation.2  ���- кратность корней � EMBED Equation.2  ��� уравнения � EMBED Equation.2  ���, а степень хотя бы одного из полиномов � EMBED Equation.2  ��� с вещественными коэффициентами равна наибольшей степени многочленов � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���.


	В самом деле, воспользуемся формулами Эйлера


� EMBED Equation.2  ���


и преобразуем выражение для � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���





� EMBED Equation.2  ���.


Здесь � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���- полиномы по � EMBED Equation.2  ��� степени � EMBED Equation.2  ��� с комплексно сопряженными коэффициентами. Частное решение ЛНОДУ (113) находим с учетом случая 3.


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���,      (128)


где � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���- полиномы по � EMBED Equation.2  ��� степени � EMBED Equation.2  ��� с комплексно сопряженными коэффициентами. Пусть


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���- полиномы по � EMBED Equation.2  ��� с действительными коэффициентами, причём � EMBED Equation.2  ���. Подставляя эти выражения полиномов � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� в формулу (128), получим (127).


	Пример 22. Найдём частное решение уравнения


� EMBED Equation.2  ���,


представив правую часть в виде:


� EMBED Equation.2  ���.


Так как � EMBED Equation.2  ���, то частное решение находится следующим образом:


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���.


	Пример 23. Рассмотрим уравнение линейного гармонического  осциллятора, на который действует периодически возмущающая сила:


� EMBED Equation.2  ���.


Здесь � EMBED Equation.2  ���- собственная частота осциллятора, а � EMBED Equation.2  ���- частота возмущающей силы. Найдём общее решение этого ЛНОДУ в зависимости от того, будет ли � EMBED Equation.2  ��� равно или не равно � EMBED Equation.2  ���.


	Общее решение соответствующего ЛООДУ имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���.


При нахождении частного решения рассмотрим две возможности:


	1) если � EMBED Equation.2  ���, то 


� EMBED Equation.2  ���


и общее решение в случае нерезонансного режима находится по формуле


� EMBED Equation.2  ���;


	2) если � EMBED Equation.2  ���, то 


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���


и общее решение в резонансном случае имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���.





п.9. ЛОДУ общего вида, приводимые к


 ЛОДУ с постоянными коэффициентами.





	Рассмотрим ЛОДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка


� EMBED Equation.2  ���,                         (129)


с непрерывными на интервале � EMBED Equation.2  ��� коэффициентами и правой частью и поставим задачу приведения этого уравнения заменой независимой переменной 


� EMBED Equation.2  ���                                     (130)


к ЛОДУ с постоянными коэффициентами. Заметим, что такая замена не нарушает  линейности  уравнения. Найдём  выражения  для  � EMBED Equation.2  ���


через � EMBED Equation.2  ���:


� EMBED Equation.2  ���;


� EMBED Equation.2  ���;


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 


� EMBED Equation.2  ���.


Подставляя эти выражения в (129) и производя деление на � EMBED Equation.2  ���, при условии � EMBED Equation.2  ���, получим ЛОДУ


� EMBED Equation.2  ���.             (131)


Таким образом, если коэффициенты уравнения (131) постоянны, то необходимо, чтобы и последний коэффициент был постоянным, то есть


� EMBED Equation.2  ���, (132)


где � EMBED Equation.2  ��� Отсюда следует утверждение.


	Теорема 15. Если ЛОДУ (129) приводимо к ЛОДУ с постоянными коэффициентами при помощи замены (130) независимой переменной, то только по формуле (132).


	Пример 24. Рассмотрим уравнение Эйлера


� EMBED Equation.2  ���,              (133)


где � EMBED Equation.2  ���- вещественные постоянные, и применим теорему 15.


Разрешая уравнение (133) относительно � EMBED Equation.2  ��� видим, что в интервалах � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� выполнены все условия теоремы Коши-Пикара. Пусть, например, � EMBED Equation.2  ���, тогда � EMBED Equation.2  ��� и, согласно (132), замена


� EMBED Equation.2  ���


может привести уравнение (133) к ЛООДУ с постоянными коэффициентами. Полагая � EMBED Equation.2  ��� и учитывая, что � EMBED Equation.2  ���, получаем замену


� EMBED Equation.2  ���.


Найдём выражения для � EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���;


� EMBED Equation.2  ���;


. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 


� EMBED Equation.2  ���.


Подставляя эти выражения в уравнение (133) получим после приведения подобных членов ЛООДУ � EMBED Equation.2  ���-го порядка с постоянными коэффициентами. Находя общее решение


� EMBED Equation.2  ���


полученного уравнения, мы найдём общее решение 


� EMBED Equation.2  ���


уравнения Эйлера в интервале � EMBED Equation.2  ���. 


	В случае, когда � EMBED Equation.2  ���, рассматривается замена � EMBED Equation.2  ���.


	Пример 25. Рассмотрим уравнение


� EMBED Equation.2  ���,                                 (134)


где � EMBED Equation.2  ���. Разрешая уравнение (134) относительно � EMBED Equation.2  ��� видим, что в каждом из интервалов � EMBED Equation.2  ��� выполняются все условия теоремы Коши-Пикара. Найдём, например, общее решение уравнения (134) в интервале � EMBED Equation.2  ���, используя теорему 15. Согласно формуле (132), имеем


� EMBED Equation.2  ���.                                         (135)


Положим в (135) � EMBED Equation.2  ���, выберем знак (-) перед интегралом и опустим постоянную интегрирования, тогда получим замену


� EMBED Equation.2  ���.


Выражения для � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���имеют вид:


� EMBED Equation.2  ���;      � EMBED Equation.2  ���.


Подставляя эти выражения в (134) получим ЛООДУ с постоянными коэффициентами


� EMBED Equation.2  ���,


общее решение которого имеет вид:


� EMBED Equation.2  ���.


Тогда общее решение уравнения (134) можно записать так:


� EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ���- произвольные постоянные.


Случаи, когда � EMBED Equation.2  ���, рассматриваются аналогично.
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