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×àñòü I

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé

1 Âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà

1.1 Ðàâíîâåðîÿòíûå ñîáûòèÿ
• 2 ñîáûòèÿ: îðåë � ðåøêà, ëþáèò � íå ëþáèò, áûòü � èëè íå áûòü.

• 6 ñîáûòèé: ÷èñëà 1 � 6 íà èãðàëüíîé êîñòè.

• 36 èãðàëüíûõ êàðò.

• 19 ñòóäåíòîâ.

Ãëàâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà n � ÷èñëî ñîáûòèé.
Âåðîÿòíîñòü êàæäîãî ñîáûòèÿ â ýòèõ ïðèìåðàõ îäèíàêîâà

pi =
1
n

.

Ñóììàðíàÿ âåðîÿòíîñòü
n∑

i=1

pi = n
1
n

= 1. (1)

Âîïðîñ: êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ åäèíèöû íà èãðàëüíîé êî-
ñòè â âèäå

• òåòðàýäðà?

• èêîñàýäðà?

• äîäåêàýäðà?
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2 Ñëîæíûå ñîáûòèÿ
Áðîñàåòñÿ ñðàçó äâå ìîíåòû. Ñêîëüêî ìîæåò âûïàñòü îðëîâ?

0, 1, 2. Òðè ñîáûòèÿ. Êàêîâû èõ âåðîÿòíîñòè? Ä'Àëàìáåð â �Ýí-
öèêëîïåäèè� (1751 � 1780, 35 òîìîâ) � 1/3.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, âûéäÿ èç äîìà, âñòðåòèòü äèíîçàâðà?
Îòâåò: 1/2 � èëè âñòðå÷ó èëè íå âñòðå÷ó.
Ñîáûòèÿ ìîãóò áûòü è íå ðàâíîâåðîÿòíûìè.

2.1 Óìíîæåíèå âåðîÿòíîñòåé
Èòàê � äâå ìîíåòû, ÷åòûðå ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîáûòèÿ:

• îðåë � îðåë;
• îðåë � ðåøêà;
• ðåøêà � îðåë;
• ðåøêà � ðåøêà.
Ïî÷åìó ÷åòûðå? Ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé äëÿ äâóõ ìîíåò åñòü ïðÿ-

ìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ êàæäîé ìîíåòû: êàæäîìó ñîáûòèþ
ïåðâîé ìîíåòû ñîîòâåòñòâóþò äâà ñîáûòèÿ âòîðîé.

n2 = n1 × n1; 2× 2 = 4.

Âñå ñîáûòèÿ ðàâíîâåðîÿòíû. Âåðîÿòíîñòü ëþáîé âûáðàííîé ïàðû
(íàïðèìåð, ðåøêà � îðåë) ðàâíà

pro =
1
n2

=
1
4

=
1
2
· 1
2

= pr · po.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìåæäó âåðîÿòíîñòÿìè îòäåëüíûõ ñòàòèñòè÷å-
ñêè íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé è âåðîÿòíîñòüþ ñîâìåñòíîãî èõ ïîÿâëåíèÿ
íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé îá óìíîæåíèè âåðîÿòíîñòåé:

pab = pa · pb. (2)
Ñêîëüêî ñîáûòèé â ïðîñòðàíñòâå òðåõ ìîíåò?

n3 = n2 · n1 = n1 · n1 · n1 = 2× 2× 2 = 23 = 8,
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(à íå 2× 3 = 6).
Ñêîëüêî ñîáûòèé â ïðîñòðàíñòâàõ
• äâóõ èãðàëüíûõ êîñòåé?
• ìîíåòû è èãðàëüíîé êîñòè?
• äâóõ èãðàëüíûõ êîñòåé è òðåõ ìîíåò?

2.2 Ñëîæåíèå âåðîÿòíîñòåé
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü èç êîëîäû â 36 êàðò âûòàùèòü ëþáóþ ïèêîâóþ
êàðòó?

Âåðîÿòíîñòü ëþáîé êàðòû � 1/36, ïèêîâûõ êàðò � 9. Â ìíîæå-

ñòâå âñåõ 36-è êàðò ïèêîâûå êàðòû îáðàçóþò ïîäìíîæåñòâî èç äå-
âÿòè êàðò.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â ïîäìíîæåñòâî ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé
ýëåìåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ýòî ïîäìíîæåñòâî:

p♠ =
9∑

i=1

p♠i = 9 · 1
36

=
1
4
.

Ìîæíî ýòó ïðîáëåìó ðåøèòü è äðóãèì ïóòåì: èìååòñÿ ÷åòûðå
ðàâíîâåðîÿòíûå ìàñòè, çíà÷èò âåðîÿòíîñòü êàæäîé èç íèõ ðàâíà 1/4.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü èç êîëîäû â 36 êàðò âûòàùèòü äàìó?
Âñåãî äàì � ÷åòûðå: pD = 4× 1/36 = 1/9.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü èç êîëîäû â 36 êàðò âûòàùèòü ïèêîâóþ äà-

ìó?
p♠D = p♠ · pD =

1
4
· 1
9

=
1
36

,

õîòÿ îòâåò î÷åâèäåí, òàê êàê îíà � åäèíñòâåííàÿ â êîëîäå.

3 Àêñèîìû âåðîÿòíîñòåé
Ðàíåå ìû ñòàðòîâàëè îò ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé. Òåïåðü ìîæíî
îòîéòè îò ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ.
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• Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî A � ýòî ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé
ai, 1 ≤ i ≤ n, ãäå n � ÷èñëî ñîáûòèé, êàæäîìó ýëåìåíòó êîòî-
ðîãî ai ïðèïèñàíà âåðîÿòíîñòü pi.

• Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ pi � ýòî íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî 0 ≤ pi ≤
1,

• Âåðîÿòíîñòè âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèþ

íîðìèðîâêè:
n∑

i=1

pi = 1. (3)

Â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû îçíàêîìèëèñü ñ äâóìÿ îñíîâ-
íûìè îïåðàöèÿìè ñ ïðîñòðàíñòâàìè ñîáûòèé è âåðîÿòíîñòÿìè:

• Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ ñîáûòèé C = A ⊗ B. ×èñ-
ëî ýëåìåíòîâ ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî ïïðèçâåäåíèþ ÷èñåë
ýëåìåíòîâ ñîñòàâëÿþùèõ ïðîñòðàíñòâ: nC = nA · nB . Âåðîÿò-
íîñòü ñîâìåñòíîãî ïîÿâëåíèÿ ïàðû íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé ðàâíî
ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé êàæäîãî èç ñîáûòèé pab = pa · pb.

• Âûäåëåíèå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà ñîáûòèé â îäíî ñîáû-
òèå. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ýòî ïîäìíîæåñòâî ðàâíà ñóììå
âåðîÿòíîñòåé âñåõ ýëåìåíòîâ, âûäåëåííûõ â äàííîå ïîäìíîæå-
ñòâî.

Ýòè îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè â ïîñòðîåíèè ïðîñòðàíñòâ
ñëîæíûõ ñîáûòèé èç íåêîòîðûõ ïåðâîíà÷àëüíûõ ñ çàäàííûìè âå-
ðîÿòíîñòÿìè.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ çàäà÷ó òåîðèè âåðîÿòíîñòåé:
Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñëîæíûõ ñîáûòèé ïî çàäàííûì
âåðîÿòíîñòÿì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

4 Ïðèìåðû
Òåïåðü ëåãêî îòâåòèòü, íàïðèìåð, íà âîïðîñ:
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êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îäíîãî îðëà è îäíîé ðåøêè ïðè
âûáðàñûâàíèè äâóõ ìîíåò? Ïîäìíîæåñòâî ðåøåíèé ñîäåðæèò äâà
ñîáûòèÿ: (î, ð) è (ð, î), âåðîÿòíîñòü êàæäîãî 1/4, ïîýòîìó èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü ðàâíà 1/2. Ïðè áðîñàíèè äâóõ ìîíåò âîçìîæíû ÷åòûðå
êîìáèíàöèè, ïðèâîäÿùèå ê òðåì çíà÷åíèÿì ÷èñëà îðëîâ no:

• (ð, ð): no = 0; p0 = 1/4.
• (ð, î) (î, ð): no = 1; p1 = 1/2.

• (î, î): no = 2; p2 = 1/4.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îäíîãî îðëà è äâóõ ðåøåê ïðè

âûáðàñûâàíèè òðåõ ìîíåò?

n1/3 = 3
(

1
2

)3

=
3
8
,

òàê êàê ýòîò îðåë ìîæåò âûïàñòü êàê íà ïåðâîé, òàê è íà âòîðîé èëè
òðåòüåé ìîíåòå.

4.1 Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
Ñòàðòóåò îò áèíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé èç äâóõ
ýëåìåíòîâ, êîòîðûå àáñòðàêòíî ìîæíî èìåíîâàòü + è -. Âåðîÿòíîñòü
ïëþñà � p � âåùåñòâåííîå ÷èñëî îò 0 äî 1, âåðîÿòíîñòü ìèíóñà �
(1− p). Ïðè áðîñàíèè n ìîíåò ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé � ýòî n - êðàò-
íîå ïðîèçâåäåíèå áèíàðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñàìîãî íà ñåáÿ ñ ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ 2n.

Â êàæäîé ðåàëèçàöèè ñðåäè n ñîñòàâëÿþùèõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé âûïàäàåò m ïëþñîâ è îñòàëüíûå n−m � ìèíóñû. Òàêèì îáðàçîì
ïîðîæäàåòñÿ íîâîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðîñòðàíñòâî ñëó-
÷àéíîãî ÷èñëà m, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ îò íóëÿ äî n.

Åñëè â êàêîé-òî ðåàëèçàöèè âûïàëî m ïëþñîâ (è n−m ìèíóñîâ),
ïî òåîðåìå îá óìíîæåíèè âåðîÿòíîñòåé âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ
ðàâíà pm (1 − p)n−m íåçàâèñèìî îò ïîðÿäêà âûïàäåíèÿ ïëþñîâ è
ìèíóñîâ. Íî m ïëþñîâ ìîæåò âûïàñòü â ðàçíûõ êîìáèíàöèÿõ, íà-
ïðèìåð,:

(+−−+ +−), (−+−+−+), . . .
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×èñëî òàêèõ êîìáèíàöèé � ïîëíîå ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê, äåëåííîå íà
÷èñëî ïåðåñòàíîâîê â ïëþñàõ è ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê â ìèíóñàõ:

Nm
n =

n!
m! (n−m)!

.

Âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé ñ îäèíàêîâûì m îäèíàêîâû pm (1−p)n−m, òàê
÷òî âåðîÿòíîñòü ÷èñëà m (âûïàäåíèÿ m ïëþñîâ ïðè n èñïûòàíèÿõ)
ðàâíà

Pm
n =

n!
m! (n−m)!

pm (1− p)n−m. (4)

Ïðè p = 0.7, n = 8 ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëåíî íà ãðàôèêå

2 4 6 8
m

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

p

Òåîðèÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áûëà ïîñòðîåíà ßêîáîì Áåðíóëëè
(1654�1705) è íåðåäêî èìåíóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóëëè.

Òàêèì îáðàçîì n ýêçåìïëÿðîâ áèíàðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ 2n ýëå-
ìåíòîâ ïðèâåëè ê ïðîñòðàíñòâó ñîáûòèé èç n + 1 ýëåìåíòîâ � çíà-
÷åíèé ÷èñëà m � ñ íåðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé,
îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëîé (4).

4.2 Ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
Êàê áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîðîæäàåòñÿ ìíîãîêðàòíûì ïðÿ-
ìûì ïðîèçâåäåíèåì (ìíîãîêðàòíîé âûáîðêîé) âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè, òàê ìíîãîêðàòíàÿ âûáîðêà èç ïðî-
ñòðàíñòâà ñ l ñîñòîÿíèÿìè è âåðîÿòíîñòÿìè p1, p2, . . . , pl ïðè óñëîâèè∑n

1 pi = 1 ïîðîæäàåò ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
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Ïîñëå n-êðàòíîé âûáîðêè ðåàëèçàöèè i-õ ñîñòîÿíèé (m1, . . . , ml);∑
mi = n îïðåäåëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè ïîëèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ:
P(m1,m2,...,ml) =

n!
m1!m2! . . . ml!

pm1
1 pm2

2 . . . pml

l . (5)

5 Ñëó÷àéíûå ÷èñëà
Åñëè ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå êàêîãî-òî ÷èñëà (íà-
ïðèìåð, x), ìîãóùåãî ïðèíèìàòü n ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé â êàêîì-òî
ìíîæåñòâå (xi; 1 ≤ i ≤ n) ñ çàäàííûìè èëè âû÷èñëåííûìè âåðîÿòíî-
ñòÿìè pi, òî òàêîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñëó÷àé-

íûì ÷èñëîì èëè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.
×èñëà ìîæíî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü, óìíîæàòü è äåëèòü è ýòî

ïðèâîäèò ê âîçìîæíîñòè îïðåäåëÿòü íà âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ íåêîòîðûå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ ïðîñòðàíñòâ.

5.1 Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
Âàæíåéøåé ÷èñëîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåò-
ñÿ åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

< x >=
n∑

i=1

xi pi. (6)

Çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ëåæèò ìåæäó ìèíèìàëüíûì è
ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

xmin ≤ < x > ≤ xmax.

Ïðè ìíîãîêðàòíîé âûáîðêå ñëó÷àéíîãî ÷èñëà ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå < x > îöåíèâàåò ñðåäíåå çíà÷åíèå â ìíîæåñòâå ðåàëèçàöèé.

Ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f(x) è âû÷èñ-
ëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé ôóíêöèè:

< f(x) >=
n∑

i=1

f(xi) pi. (7)
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Íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîíñòàíòû ðàâíî ñàìîé êîí-
ñòàíòå < c >= c.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ëèíåéíîé ôóíêöèè:
< Ax + B >= A < x > +B.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàçíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ åå ìà-
òåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (êîíñòàíòîé) âñåãäà ðàâíî íóëþ:

< (x− < x >) >=< x > − < x >= 0. (8)
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû äâóõ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâè-

ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ñóììå èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäà-
íèé.

< x + y >=< x > + < y > .

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû èëè åå ôóíêöèè
íå åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ýòî îäíîçíà÷íàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿ-
åìàÿ äîïóñòèìûìè çíà÷åíèÿìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è èõ âåðîÿòíî-
ñòÿìè.

5.2 Äèñïåðñèÿ
Îöåíêó âåðîÿòíîñòè îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò åå ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äàåò äèñïåðñèÿ:

Dx =< (x− < x >)2 >=< x2 − 2x < x > + < x >2>= (9)
< x2 > − < x >2≥ 0.

Äèñïåðñèÿ ðàâíà íóëþ òîëüêî ó êîíñòàíòû � â ñëó÷àå, åñëè äëÿ
âñåõ ñîáûòèé ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îäíà è òà æå (íàïðèìåð, íà âñåõ
ãðàíÿõ èãðàëüíîãî êóáèêà íàïèñàíî îäíî è òî æå ÷èñëî). Âî âñåõ
ðåàëüíûõ ñëó÷àÿõ äèñïåðñèÿ ïîëîæèòåëüíà.

5.3 Ìîìåíòû
Äèñïåðñèÿ â ïîñëåäíåé ôîðìóëå âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå êâàäðàòà è ïåðâîé ñòåïåíè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå l-é ñòåïåíè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íàçûâàåòñÿ l-ì
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ìîìåíòîì:
ml =< xl >=

n∑
i=1

(xi)l pi. (10)

Îòìåòèì, ÷òî âî âñå ââåäåííûå îïðåäåëåíèÿ ñàìè âåðîÿòíîñòè âõî-
äÿò ëèíåéíî.

Ìîìåíòû � äëÿ íåêîòîðûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñðàçó
âñå � ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ÷åðåç ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ìîìåí-

òîâ:

F (t) =< etx >=
n∑

i=1

et xi pi =
∞∑

l=0

tl

l!
ml; ml =

(
d

d t

)l

F (t)|t=0. (11)

Äîêàæèòå, ÷òî âòîðîé ìîìåíò áîëüøå êâàäðàòà ïåðâîãî.

5.4 Ñåìèèíâàðèàíòû
Íàèáîëåå ñèëüíûì àïïàðàòîì òåîðèè âåðîÿòíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñåìè-

èíâàðèàíòû, òåñíî ñâÿçàííûå ñ ìîìåíòàìè. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
ñåìèèíâàðèàíòîâ åñòü ëîãàðèôì ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ìîìåíòîâ:

χ(t) = ln(F (t)) = t χ1 +
t2

2
χ2 + . . . +

tk

k!
χk + . . . , (12)

à êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ åå â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåò-
ðà t è ÿâëÿþòñÿ ñåìèèíâàðèàíòàìè:

χk =
(

d

d t

)k

χ(t)|t=0. (13)

5.4.1 Ñâîéñòâà ñåìèèíâàðèàíòîâ
• Íóëåâîé ñåìèèíâàðèàíò ðàâåí íóëþ, ïåðâûé � ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à âòîðîé � åå äèñïåðñèÿ.

• Ëþáîé ñåìèèíâàðèàíò ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ðàâåí ñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåìèèíâàðèàíòîâ ñëàãàå-
ìûõ:

F[x+y](t) =
n∑

i=1

m∑
j=1

et(xi+yj) p[x]i
p[y]j

= F[x](t) · F[y](t);
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χ[x+y](t) = ln(F[x+y](t)) = ln(F[x](t) · F[y](t)) = χ[x](t) + χ[y](t).

Îòñþäà âñëåäñòâèå (13)
χ[x+y]k

= χ[x]k
+ χ[y]k

. (14)
Ñîîòâåòñòâóþùèå ñåìèèíâàðèàíòû ïðè ñëîæåíèè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñêëàäûâàþòñÿ.
Â ÷àñòíîñòè, äèñïåðñèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ðàâíà ñóììå èõ äèñïåðñèé. Ýòî íåòðèâèàëüíî, òàê êàê äèñ-
ïåðñèÿ � êâàäðàòè÷íàÿ ñòðóêòóðà.

• Ïðè ìàñøòàáíîì ïðåîáðàçîâàíèè
< et (λ x) >=< e(t λ) x >; χ[λx](t) = χ[x](λ t); χ[λx]k

= λk χ[x]k(15)
k-é ñåìèèíâàðèàíò óìíîæàåòñÿ íà ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü â
k-é ñòåïåíè. Â ÷àñòíîñòè, äèñïåðñèÿ óìíîæàåòñÿ íà êâàäðàò
ìàñøòàáà.

Òðåòèé ñåìèèíâàðèàíò χ3 íàçûâàþò àñèììåòðèåé, òàê êàê îí
ðàâåí íóëþ äëÿ ðàñïðåäåëåíèé, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, à ÷åòâåðòûé χ4 íàçûâàþò ýêñöåññîì.

6 Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
Ìû ïðèâåäåì îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ðÿäà ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí � â ýòîì ðàçäåëå � äèñêðåòíûõ, à â ñëåäóþùåì � íåïðå-
ðûâíûõ.

6.1 Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå îïèñûâàåò n ðàâíîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé:

k = 1, 2, . . . , n; pk =
1
n

.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ:

< k >=
n + 1

2
; Dk =

(n2 − 1)
12

. (16)
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè ïîëåçíî âñïîìíèòü íåêîòîðûå ôîð-
ìóëû ñóìì:

n∑
k=1

k =
n (n + 1)

2
;

n∑
k=1

k (k + 1)
2

=
n (n + 1)(n + 2)

6
.

Òàê êàê ìîæíî ïðåäñòàâèòü

k2 =
k (k + 1)

2
+

(k − 1)k
2

;
n∑

k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
,

òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå k2

< k2 >=
1
n

n∑
k=1

k2 =
(n + 1)(2n + 1)

6
,

îòêóäà âû÷èñëèì äèñïåðñèþ:

D =< k2 > − < k >2=
(n + 1)(2n + 1)

6
−
(

n + 1
2

)2

=
n2 − 1

12
.

Âû÷èñëèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ äëÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìîé îáû÷íîé èãðàëüíîé êîñòüþ.

6.2 Áèíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå
Áèíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà k, ïðèíèìàþùåãî âñåãî äâà çíà÷åíèÿ:
1 èëè 0 � ñ âåðîÿòíîñòÿìè p è 1 − p ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ ñåìèèíâàðèàíòîâ íàõîäÿòñÿ ïðîñòî:

F (t) = p et·1 + (1− p) et·0 = p et + 1− p; χ(t) = ln(p et + 1− p),

à èç íåå è ñàìè ñåìèèíâàðèàíòû:
d χ(t)

dt
=

p et

p et + 1− p
=

p

p + (1− p) e−t
; χ1 =< k >= p. (17)

d2 χ(t)
dt2

=
p (1− p) et

(p et + 1− p)2
; χ2 = Dk = p(1− p). (18)
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6.3 Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (4) ÷èñëà m, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ
îò íóëÿ äî n ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó n ñëó÷àéíûõ ÷èñåë k,
ïðèíèìàþùèõ âñåãî äâà çíà÷åíèÿ: 0 èëè 1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè 1 − p è
p ñîîòâåòñòâåííî, ïîä÷èíÿþùèõñÿ áèíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ (áèíî-
ìèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèå ïðè n = 1).

Â áèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ñêëàäûâàþòñÿ n íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë k ñ îäèíàêîâûìè õàðàêòåðèñòèêàìè m =

∑n
i=1 ki,

òàê ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñåìèèíâàðèàíòû ïðîñòî óìíîæàþòñÿ íà n:

< m >= n < k >= n p; Dm = n Dk = n p(1− p). (19)

6.4 Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

ßâëÿåòñÿ ïðåäåëîì áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè n → ∞ ñ çà-
äàííûì ìàòåìàòòè÷åñêèì îæèäàíèåì < m >= µ = n p, òàê ÷òî ïðè
ýòîì p = µ/n → 0. Åùå íå ðàñïèñàâ ñàìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ìîæíî
çàïèñàòü äèñïåðñèþ:

Dm = lim
n→∞, p=µ/n

n p(1− p) = µ. (20)

Äèñïåðñèÿ ñîâïàäàåò ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì.
Ñàìî ðàñïðåäåëåíèå öåëîãî ÷èñëà m, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ îò

íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì âûðàæå-
íèåì (ïàðàìåòð µ):

Pm = lim
n→∞, p=µ/n

n!
m! (n−m)!

pm (1− p)n−m =
µm

m!
e−µ. (21)

Ïðè µ = 5 åãî ïðåäñòàâëÿåò ãðàôèê:
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2 4 6 8 10 12
m

0.025

0.05

0.075

0.1

0.125

0.15

0.175

p

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ

F (t) = e−µ
∞∑

m=0

em t µm

m!
= e−mu eµ et

= eµ(et−1)

îïðåäåëÿåò ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ñåìèèíâàðèàíòîâ
χ(t) = lnF (t) = µ(et − 1). (22)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî âñå ñåìèèíâàðèàíòû, à íå òîëüêî ïåðâûé è âòî-
ðîé, îäèíàêîâû è ðàâíû µ.

6.5 Ðàñïðåäåëåíèå Ïàñêàëÿ
Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ìîæåò èìåòü ìàêñèìóì, ðàñïðåäåëåíèå Ïàñ-
êàëÿ � òàêæå âåðîÿòíîñòü öåëîãî ÷èñëà m îò íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè
ñ åäèíñòâåííûì ïàðàìåòðîì γ (0 < γ < 1):

pm = (1− γ) γm (23)
ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì m.

Äëÿ γ = 0.6 ïîñòðîåí ãðàôèê:

2 4 6 8
m

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4
p
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Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ

F (t) =
∞∑

k=0

et n pn = (1− γ)
∞∑

k=0

(γ et)k =
1− γ

1− γ et

îïðåäåëÿåò ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ñåìèèíâàðèàíòîâ:

χ(t) = ln(1− γ)− ln(1− γ et);
dχ

dt
=

γ

e−t − γ
;

d2χ

dt2
=

γ e−t

(e−t − γ)2
,

îòêóäà íàõîäÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîãî
öåëîãî ÷èñëà k:

< k >=
γ

1− γ
; Dk =

γ

(1− γ)2
.

Âìåñòî ôîðìàëüíîãî ïàðàìåòðà γ ìîæíî ââåñòè ïàðàìåòð µ �
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (êàê è â ðàñïðåäåëåíèè Ïóàññîíà 0 < µ <
∞). Òîãäà

< k >= µ =
γ

1− γ
; γ =

µ

µ + 1
;

1− γ =
1

µ + 1
; Dk =

γ

(1− γ)2
= µ (µ + 1),

à ñàìî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ÷èñëà k ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

pk =
µk

(µ + 1)k+1
.

Ðàñïðåäåëåíèå Ïàñêàëÿ ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì â òåîðèè î÷åðåäåé.

6.6 Step-ðàñïðåäåëåíèå
Âåðîÿòíîñòü ñäâèãà ïî öåëî÷èñëåííîé öåïî÷êå íà îäèí øàã âïåðåä
ðàâíà p, íà îäèí øàã íàçàä � q è âåðîÿòíîñòü îñòàòüñÿ íà ìåñòå
1−p−q. Åñòåñòâåííî, p+q ≤ 1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò òðè
çíà÷åíèÿ m1 = −1, m2 = 0, m3 = 1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè q, 1 − p − q, p
ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ
F (t) = e−1·t q + e0·t (1− p− q) + e+1·t p = 1 + p (et − 1) + q (e−t − 1)

îïðåäåëÿåò ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ñåìèèíâàðèàíòîâ
χ(t) = ln(1 + p (et − 1) + q (e−t − 1)).

Ðàçëîæåíèå åå â ðÿä ïî ñòåïåíÿì t îïðåäåëÿåò ñåìèèíâàðèàíòû, â
÷àñòíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ:

< m >= p− q; Dm = p + q − (p− q)2. (24)

6.7 MultiStep-ðàñïðåäåëåíèå
Åñëè ïðîâîäèòñÿ n åäèíè÷íûõ øàãîâ ñî step-ðàñïðåäåëåíèåì, òî â
ðåçóëüòàòå ïîÿâëÿåòñÿ ñäâèã â ïîëîæèòåëüíîì èëè îòðèöàòåëüíîì
íàïðàâëåíèè íà âåëè÷èíó k, ãäå −n ≤ k ≤ n.

ßâíûé âèä ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû k

Pk/n,p,q =
∑

l

n!
l! (k + l)! (n− 2l − k)!

qlpk+l(1− p− q)n−2l−k

ìàëî ïîëåçåí. Îäíàêî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ (è
äðóãèå ñåìèèíâàðèàíòû) âû÷èñëÿþòñÿ ëåãêî: îíè ðàâíû ñåìèèíâà-
ðèàíòàì step-ðàñïðåäåëåíèÿ, óìíîæåííûì íà n:

< m >= n (p− q); Dm = n (p + q − (p− q)2). (25)

7 Íåïðåðûâíûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé

Äëÿ íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí x îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿò-
íîñòü ïîïàäàíèÿ â áåñêîíå÷íî ìàëûé èíòåðâàë çàäàííîé âåëè÷èíû
dx:

dp(x) = ρ(x) dx; ρ ≥ 0. (26)
ãäå ôóíêöèÿ ρ(x) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòåé.
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Èíòåãðàë â íåêîòîðîì èíòåðâàëå∫ b

a

ρ(x) dx =
∫ b

a

dp(x)

ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îïðåäåëåÿåò âåðîÿòíîñòü íàõî-
æäåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â èíòåðâàëå (a, b), à ñ òî÷êè çðåíèÿ
ãåîìåòðèè îïðåäåëÿåò ïëîùàäü ïîä êðèâîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè
íà ó÷àñòêå (a, b).

Íà âñåì èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ýòà âåðîÿò-
íîñòü ðàâíà åäèíèöå, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ïëîùàäü ïîä âñåé êðèâîé
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàâíà åäèíèöå.

Åñëè èíòåðâàë èçìåíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàçäåëåí íà n ÷à-
ñòåé, òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â òó èëè èíóþ ÷àñòü ðàâíà ïëîùàäè
ïîä êðèâîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â ýòîé ÷àñòè.

Â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå (n ïåðåìåííûõ) îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ â n-ìåðíûé îáúåì:

dp(x1, x2, . . . , xn) = ρ(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn.

7.1 Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà x ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà èíòåð-
âàëå (a, b) ðàâíîâåðîÿòíî: âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â ëþáîé èíòåðâàë
ìåæäó a è b ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå èíòåðâàëà: p(∆x) = c∆x,
à òàê êàê âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó èíòåðâàëà
ðàâíà åäèíèöå

c (b− a) = 1; c =
1

b− a
; dp(x) =

1
b− a

dx.

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå èìååò äâà ïàðàìåòðà a è b.
Ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ëþáîé èíòåðâàë (a, b) ìîæåò áûòü

ïðèâåäåí ê åäèíè÷íîìó (0, 1) è ðàñïðåäåëåíèå ñòàíîâèòñÿ ñòàíäàðò-
íûì áåç ïàðàìåòðîâ.

dp(x) = 1 · dx; p(x) = x; (27)
Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íà èíòåðâàëå îò íóëÿ äî åäèíèöû ïîñòîÿííà
è ðàâíà åäèíèöå, à ñàìà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â èíòåðâàë îò íóëÿ
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äî x ðàñòåò ëèíåéíî, äîñòèãàÿ çíà÷åíèÿ ïîëíîé âåðîÿòíîñòè åäèíèöà
ïðè x = 1:

0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

f

0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1

p

7.2 Áåòà-ðàñïðåäåëåíèå
Ïåðåìåííàÿ x èçìåíÿåòñÿ íà èíòåðâàëå (0, 1) ñ äèôôåðåíöèàëîì âå-
ðîÿòíîñòè, îïðåäåëÿåìîì äâóìÿ ïàðàìåòðàìè α è β:

dp(x /α, β) =
Γ(α + β)
Γ(α) Γ(β)

xα−1 (1− x)β−1 dx (28)

Ïîðîæäàåòñÿ β- èíòåãðàëîì Ýéëåðà:∫ 1

0

xα−1 (1− x)β−1 dx =
Γ(α) Γ(β)
Γ(α + β)

.

Â ÷àñòíîñòè, ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó-
÷àåì áåòà - ðàñïðåäåëåíèÿ ñ α = β = 1.

Íà ãðàôèêå ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå ñ α = 9, β = 6:

0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

0.5

1

1.5

2

2.5

3

f

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

< x >=
Γ(α + β)
Γ(α) Γ(β)

∫ 1

0

xα (1− x)β−1 dx =
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Γ(α + β)
Γ(α) Γ(β)

Γ(α + 1)Γ(β)
Γ(α + β + 1)

=
α

α + β
.

Àíàëîãè÷íî

< x2 >=
Γ(α + β)
Γ(α) Γ(β)

Γ(α + 2)Γ(β)
Γ(α + β + 2)

=
α (α + 1)

(α + β)(α + β + 1)
,

îòêóäà äèñïåðñèÿ

D =< x2 > − < x >2=
α β

(α + β)2(α + β + 1)
. (29)

Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðîâ α è β äèñïåðñèÿ óìåíüøàåòñÿ.

7.3 Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå èñïîëüçóåìûì â ìà-
òåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå âñëåäñòâèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåî-

ðåìû (ñì. äàëåå).
Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà âñåé âå-

ùåñòâåííîé ïðÿìîé. Ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íå èìå-
åò ïàðàìåòðîâ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî íóëþ, à äèñïåðñèÿ
� åäèíèöå:

dp(x) =
dx√
2π

e−
x2
2 . (30)

-3 -2 -1 1 2 3
x

0.1

0.2

0.3

0.4

f

Ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïîëó÷àåòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåí-
íàÿ âåëè÷èíà ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: µ è σ:

dp(x/µ, σ) =
dx√
2π σ

e−
(x−µ)2

2σ2 . (31)
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Ïðàêòè÷åñêè âñÿ ïëîùàäü ïîä êðèâîé ñòàíäàðòíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ëåæèò â èíòåðâàëå (−3, +3), à äëÿ íåñòàíäàðòíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ â èíòåðâàëå (µ− 3σ, µ + 3σ).

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

F (t) =
1√
2π σ

∫ ∞

−∞
et x− (x−µ)2

2σ2 dx = et µ+σ2 t2
2

îïðåäåëÿåò î÷åíü ñïåöèôè÷åñêóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ñåìèèí-
âàðèàíòîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

χ(t) = t µ + σ2 t2

2
; χ1 =< x >= µ; χ2 = Dx = σ2. (32)

Ó íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî
ïåðâûé è âòîðîé ñåìèèíâàðèàíòû.

Â ÷àñòíîñòè, ñòàíäàðòíî íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà èìååò íóëåâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è åäèíè÷íóþ äèñ-
ïåðñèþ, à òàêæå íóëåâûå âñå âûñøèå ñåìèèíâàðèàíòû.

7.4 Èíòåãðàë îøèáîê
Íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ îò ìèíóñ äî ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè. Ïðè ýòîì âñëåäñòâèå ñèììåò-
ðèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèÿ ìåíüøåãî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ µ ðàâíà ðîâíî 1/2, òàêæå êàê è âåðîÿòíîñòü çíà÷åíèÿ
áîëüøåãî µ: òî÷êà x = µ äåëèò ïëîùàäü ïîä êðèâîé ïëîòíîñòè íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîïîëàì.

Ïëîùàäü ïîä êðèâîé ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
íà ñèììåòðè÷íîì ó÷àñòêå (−x, x) îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì âåðîÿò-

íîñòåé Φ(η) (ñì. ñòð. 39), íî ÷àñòî â êíèãàõ ïðèâîäèòñÿ èíòåãðàë

îøèáîê � ôóíêöèÿ erf(x):

erf(x) =
2√
π

x∫
0

e−t2 dt = 2 Φ(
√

2 x). (33)

Ïîëíàÿ ïëîùàäü ðàâíà erf(∞) = 1. Ãðàôèê ôóíêöèè erf(x):
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Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñ-
ëà a îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé p(a) = (1+erf(a))/2, ïðèíèìàþùåé çíà-
÷åíèé 0 íà ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè è 1 íà ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè:
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Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì ââåë íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Ëàïëàñ (1749-
1827) â ÷óòü íå ñòàíäàðòíîì âèäå

dp(x) =
dx√
π

e−x2
,

êîòîðîå ñ âèäó ïðîùå, ÷åì ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
(30) è ïîòîìó äî ñèõ ïîð èñïîëüçóåòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî. Îäíàêî â
ðàñïðåäåëåíèè Ëàïëàñà äèñïåðñèÿ ðàâíà 1/2, òîãäà êàê â ñòàíäàðò-
íîì íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè (30), ââåäåííîì Ãàóññîì (1777-1855),
äèñïåðñèÿ ðàâíà åäèíèöå, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
äåëàåò ðàñïðåäåëåíèå Ãàóññà áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì.
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7.5 Ëèíåéíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäå-
ëåííûõ âåëè÷èí

Ïóñòü èìååòñÿ n ðàçëè÷íûõ (èëè îäèíàêîâûõ) íîðìàëüíî ðàñïðå-
äåëåííûõ âåëè÷èí x1, x2, . . . , xn ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè
µ1, µ2, . . . , µn è äæèñïåðñèÿìè D1, D2, . . . , Dn. Èõ ñóïåðïîçèöèÿ ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ai è êîíñòàíòîé c:

z = a1 x1 + a2 x2 + . . . + an xn + c

ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé è èìååò âñå ñåìèèíâàðèàíòû
âûøå âòîðîãî ðàâíûìè íóëþ, òàê êàê îíè ðàâíû íóëþ ó âñåõ ñîñòàâ-
ëÿþùèõ, òî åñòü òàêæå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé. Åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ëèíåéíûé ñåìèèíâà-
ðèàíò):

< z >= a1 µ1 + a2 µ2 + . . . + an µn + c,

à äèñïåðñèÿ (êâàäðàòè÷íûé ñåìèèíâàðèàíò):

Dz = a2
1 D1 + a2

2 D2 + . . . + a2
n Dn

âñåãäà ïîëîæèòåëüíà. Ðàñïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû, ñëåäîâàòåëüíî,

dp(z) =
1√

2 π Dz

e−
(z−<z>)2

2 Dz dz.

Ýòî î÷åíü âàæíûé ðåçóëüòàò: ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ âåëè÷èí åñòü íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âå-
ëè÷èíà.

7.6 Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ. Ñòàíäàðòíîå è ñ ìàñøòàáíûì ïàðàìåòðîì k:

dp(ξ) = e−ξ dξ; ξ = k x; x = ξ/k; dp(x /k) = k e−k x dx. (34)
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0.5 1 1.5 2 2.5 3
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1

f

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ìîìåíòîâ

F (t) =
∫ ∞

0

e−k x+x t k dx =
1

1− t
k

= 1 +
t

k
+

t2

k2
+ . . . ;

< x >=
1
k

; < x2 >=
2
k2

; Dx =< x2 > − < x >2=
2
k2
− 1

k2
=

1
k2

.

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íåðåäêî èìåþò èíòåðâàëû ìåæ-
äó íåçàâèñèìûìè ñîáûòèÿìè.

7.7 Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå
Ïîðîæäàåòñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì Γ-ôóíêöèè:

Γ(α) =
∫ ∞

0

e−xxα−1 dx.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò ëþáûå ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ
ñ âåðîÿòíîñòüþ

dp(x /α) =
1

Γ(α)
e−x xα−1 dx. (35)

Ïðèâåäåí ãðàôèê äëÿ α = 4:

2 4 6 8 10 12
x

0.05

0.1

0.15

0.2

f
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Ïåðâûå äâà ìîìåíòà:

< x >=
1

Γ(α)

∫ ∞

0

e−x xα dx =
Γ(α + 1)

Γ(α)
= α;

< x2 >=
Γ(α + 2)

Γ(α)
= α (α + 1)

îïðåäåëÿþò äèñïåðñèþ
Dx = α. (36)

Íå ñòàíäàðòíîå Γ-ðàñïðåäåëåíèå ïîëó÷àåòñÿ ìàñøòàáíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì x = k y ñ ñîîòâåòñòâóþùèì èçìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè:

dp(y /k, α) =
kα

Γ(α)
e−k y yα−1 dy; < y >=

α

k
; Dy =

α

k2
. (37)

7.8 Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå n íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ
âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn

dp(ξ1, ξ2, . . . , ξn) = dp(ξ1) dp(ξ2) . . . dp(ξn) =(
1√
2π

)n

e−
1
2 (ξ2

1+ξ2
2+...+ξ2

n) dξ1 dξ2 . . . dξn (38)
ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

ξi =
n∑

j=1

aij (xj − µj) (39)

ïðèâîäèò ê ìíîãîìåðíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ n ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí xi:

dp(x1, x2, . . . , xn) =
det(aij) e−C

(
√

2π)n/2

(
e−

1
2

∑
Kijxixj+

∑
bixi

)
dx1 dx2 . . . dxn =

det(
√

Kij) e−C

(
√

2π)n/2

(
e−

1
2

∑
Kijxixj+

∑
bixi

)
dx1 dx2 . . . dxn, (40)
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ãäå
Kij = Kji =

n∑
s=1

ais ajs; det(Kij) = (det(aij))2;

bi =
n∑

s=1

µsKsi; C =
1
2

Kij µi µj . (41)

Â ðàñïðåäåëåíèè (40) äâà ñëîæíûõ ïàðàìåòðà: ñèììåòðè÷íàÿ n×
n ìàòðèöà Kij è n-âåêòîð bi.

Òàê êàê ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âñåõ èñõîäíûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ξi ðàâíû íóëþ, òî èç (39) ñëåäóåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-
äàíèÿ

< xi >= µi =
n∑

j=1

Lij bj ,

ãäå Lij � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ìàòðèöå Kij :
n∑

j=1

Kij Ljk = δjk =
{

0 j 6= k
1 j = k

.

Ýòî êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëÿþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-
äàíèÿ

< (xi − µi)(xj − µj) >= Lij . (42)
Â ÷àñòíîñòè, åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþò äèñïåðñèè ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí xi: < (xi− < xi >)2 >= Lii, à íåäèàãîíàëüíûå �
êîððåëÿöèþ ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïåðåìåííûìè.

8 Ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Ìîæåò èçìåíèòüñÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

8.1 Êâàäðàò íîðìàëüíîé âåëè÷èíû
Äëÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé âåëè÷èíû x, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ
îò ìèíóñ äî ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè, âåëè÷èíà y = x2 ïðèíèìàåò òîëüêî
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ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, â êîòîðûå äàþò âêëàä êàê ïîëîæèòåëü-
íûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ x, ÷òî äàåò â ðàñïðåäåëåíèè y
äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü 2:

x =
√

y; dx =
dy

2
√

y
;

dp(y) =
2√
2π

e−y/2 dy

2
√

y
=

1
Γ( 1

2 )
e−y/2

(y

2

)1/2−1

d
(y

2

)
.

Ýòî � Γ-ðàñïðåäåëåíèå ñ α = 1/2. Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî Γ(1/2) =
√

π.

8.2 Ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà
Êàæäàÿ èç òðåõ êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè ìîëåêóëû èìååò íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñ-
ïåðñèåé D, ïðîïîðöèîíàëüíîé òåìïåðàòóðå, òàê ÷òî âåðîÿòíîñòü âåê-
òîðà ñêîðîñòè ñ êîìïîíåíòàìè (vx, vy, vz):

dp(vx, vy, vz) =
1

(
√

2π D)3
e−

1
2D (v2

x+v2
y+v2

z)dvx dvy dvz

Èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî òðåõìåðíîìó îáúåìó â ïðîñòðàíñòâå
ñêîðîñòåé. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî âåëè÷èíà ñêîðîñòè, íóæíî
ââåñòè ìîäóëü ñêîðîñòè v. Âåêòîðû ñ îäèàíêîâûì çíà÷åíèåì v îá-
ðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé ñôåðó ïëîùàäüþ 4 π v2, à ñôåðè-
÷åñêèé ñëîé ñêîðîñòåé ñî çíà÷åíèÿìè îò v äî v + dv èìååò îáúåì
4 π v2 dv, òàê ÷òî

dp(v) =
4 π

(
√

2π D)3
e−

v2
2D v2 dv =

√
2 π

D3/2
e−

v2
2D v2 dv. (43)

Ýòî è åñòü ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà
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v

f

<v>

Íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ äèñïåðñèåéD = k T/m,
ãäå k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà è m �
ìàññà ìîëåêóëû:

d

dv

(
− v2

2 D
+ 2 ln(v)

)
= − v

D
+

2
v

= 0; v0 =
√

2 D.

Åñëè ââåñòè âåëè÷èíó y = v2/(2 D), òî ðàñïðåäåëåíèå äëÿ y � ýòî
Γ - ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì 3/2:

dp(y) =
1

Γ(3/2)
e−y √y dy.

Ñêîðîñòü v =
√

2 D y = v0
√

y, òàê ÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü

< v >= v0 <
√

y >= v0
1

Γ(3/2)

∫ ∞

0

e−y y dy =
v0

Γ(3/2)
=

2√
π

v0 = 1.13 v0.

Ýòà ñêîðîñòü òàêæå óêàçàíà íà ãðàôèêå è îíà áîëüøå íàèáîëåå âå-
ðîÿòíîé.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå v2

< v2 >= v2
0 < y >= v2

0

Γ(5/2)
Γ(3/2)

=
3
2

v2
0

îïðåäåëÿåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü v2 =
√

< v2 > =
√

1.5 v0 è
äèñïåðñèþ ìîäóëÿ ñêîðîñòè

Dv =< v2 > − < v >2= v2
0 (1.5− (2/

√
π)2) = 0.227 v2

0 .

Îíî íå ðàâíî âåëè÷èíåD � äèñïåðñèè êàæäîé îòäåëüíîé êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè.

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îò ñðåäíåé ñêîðîñòè < v >=
1.13 v0 ðàâíî êîðíþ èç äèñïåðñèè è ðàâíî ∆v =

√
Dv = 0.48 v0.
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8.3 Ðàñïðåäåëåíèå Ðåëåÿ
Ðàñïðåäåëåíèå Ðåëåÿ ïîäîáíî ðàñïðåäåëåíèþ Ìàêñâåëëà, íî íå äëÿ
âåêòîðà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à äëÿ âåêòîðà íà ïëîñêîñòè.
Êàê è ó Ìàêñâåëëà êàæäàÿ êîìïîíåíòà ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñ
íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé D:

dp(vx, vy) =
1

(
√

2π D)2
e−

1
2D (v2

x+v2
y)dvx dvy.

Ïåðåõîäÿ ê ìîäóëþ, ïëîùàäü â ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé âáëèçè ìî-
äóëÿ v ðàâíà 2 π v dv, òàê ÷òî

dp(v) =
1
D

e−
v2
2 D v dv. (44)

v

f

<v>v0

Â îêðåñòíîñòè íóëÿ ïëîòíîñòü ëèíåéíà ïî ñêîðîñòè, â òî âðåìÿ
êàê â ðàñïðåäåëåíèè Ìàêñâåëëà êâàäðàòè÷íà.

Äëÿ âåëè÷èíû y = v2/(2 D) ýòî Γ-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïîêàçàòåëåì 1:
dp(y) = e−y dy.

Íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìó-
ìà ëîãàðèôìà ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè

d

dv

(
− v2

2 D
+ ln(v)

)
= − v

D
+

1
v

= 0; v0 =
√

D.

Òàê êàê v =
√

2 D y = v0

√
2 y âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü

< v >=
√

2 v0 <
√

y >=
√

2 v0 Γ(
3
2
) =

√
π

2
v0 ≈ 1.25 v0.
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Ñðåäíèé êâàäðàò ñêîðîñòè
< v2 >= 2 v2

0 < y >= 2 v2
0

Îïðåäåëÿåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ñêîðîñòü v2 =
√

2 v0 è äèñïåðñèþ
ìîäóëÿ ñêîðîñòè (îïÿòü íå ðàâíûì D � äèñïåðñèè îòäåëüíîé êîìïî-
íåíòû):

Dv =< v2 > − < v >2=
(
2− π

2

)
v2
0 = 0.43 v2

0 = 0.43 D.

Çäåñü ìû íàçûâàëè v âåêòîðîì ñêîðîñòè, îäíàêî òåîðèÿ ïðèìå-
íèìà äëÿ ëþáîãî äâóõêîìïîíåíòíîãî âåêòîðà è ÷àùå ðàñïðåäåëåíèå
Ðåëåÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ôëóêòóàöèé ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà
èëè äëÿ âîëí íà âîäå.

8.4 Ðàñïðåäåëåíèå χ2

Ðàñïðåäåëåíèÿ Ðåëåÿ è Ìàêñâåëëà ôàêòè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì (ïðè n = 2, 3) áîëåå îáùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íàçûâàåìîãî
χ2 ñ ïàðàìåòðîì n � ÷èñëî êîìïîíåíò ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì è îäèíàêîâîé äèñïåðñèåé D. Òàê êàê ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå
(óìåíüøåíèå â √D ðàç) ïðèâîäèò ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ñ åäèíè÷-
íîé äèñïåðñèåé, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ñòàíäàðòíîå χ2

ðàñïðåäåëåíèå ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïðàâäà, â îòëè÷èå îò ðàñïðå-
äåëåíèé Ðåëåÿ è Ìàêñâåëëà, â χ2 - ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíîé ÿâëÿåòñÿ íå ìîäóëü n - ìåðíîãî âåêòîðà x ñ ìîäóëåì x, à åãî
êâàäðàò:

χ2 = x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n =

n∑
i=1

x2
i = u = r2.

dp(x1, x2, . . . , xn) = N−1
1 e−

1
2 (x2

1+x2
2+...+x2

n) dx1 dx2 . . . dxn.

Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîäóëü r (à ñëåäîâàòåëüíî è u) ïîñòîÿíåí
íà (n − 1) - ìåðíîé ñôåðå ñ (n − 1) - ìåðíûì îáúåìîì Ωn−1 rn−1, à
ñôåðè÷åñêèé ñëîé îò r äî r + dr èìååò n - ìåðíûé îáúåì

dVn = Ωn−1 rn−1 dr = Ωn−1 u(n−1)/2 du

2
√

u
,
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òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïî u:
dp(χ2) = dp(u) = N−1 e−u/2 un/2−1 du; N−1 = N−1

1 Ωn−1/2. (45)
Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü âû÷èñëèì èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè âåðî-
ÿòíîñòè:

N =
∫ ∞

0

e−u/2 un/2−1 du = 2n/2 Γ(
n

2
),

òàê ÷òî íîðìèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå ïðåäñòàâëåíî âûðàæåíèåì

dp(χ2) = dp(u) =
1

2n/2 Γ(n
2 )

e−u/2 un/2−1 du. (46)

Íà ãðàôèêàõ ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè n = 2, 4, 8 (ãäå êà-
êîå?):

2.5 5 7.5 10 12.5 15
u

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

f

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

< u >=
1

2n/2 Γ(n
2 )

∫ ∞

0

e−u/2 un/2 du =
2n/2+1 Γ(n

2 + 1)
2n/2 Γ(n

2 )
= 2

n

2
= n.

Àíàëîãè÷íî, âòîðîé ìîìåíò

< u2 >=
2n/2+2 Γ(n

2 + 2)
2n/2 Γ(n

2 )
= 4

(n

2
+ 1
) n

2
= n(n + 2),

÷òî îïðåäåëÿåò äèñïåðñèþ
Dχ2 = n(n + 2)− n2 = 2n.

Åñëè èñõîäíàÿ äèñïåðñèÿ êîìïîíåíò D 6= 1, òî
< u >= n D; Du = 2 n D2.
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8.5 Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà
Ïî Ñòüþäåíòó (Âèëüÿì Ãîññåò, 1876-1937) ñ m ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
ðàñïðåäåëåíà âåëè÷èíà

S =
x0√

(x2
1 + x2

2 + . . . + x2
m)/m

,

ãäå x0, x1, . . . , xm � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì
ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è îäèíàêîâîé äèñïåðñèåé. Òàê êàê ýòî
îòíîøåíèå îò äèñïåðñèè íå çàâèñèò, òî ïðè âû÷èñëåíèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ äèñïåðñèþ ìîæíî ïîëàãàòü ðàâíîé åäèíèöå:

dp(x0, x1, . . . , xm) =
(

1√
2 π

)m+1 (
e−

1
2 (x2

0+(x2
1+...+x2

m))
)

dx0 dx1 . . . dxm.

Îáîçíà÷èì r ≡
√

x2
1 + x2

2 + . . . + x2
m è âûðàçèì x0 ÷åðåç S: x0 =

r S/
√

m.
dp(x0, x1, . . . , xm) = N−1

(
e−

m r2
2 (1+S2/m)

)
rm dr dΩm−1 dS.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî x1, . . . , xm

Ñòàíäàðòíîå ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà:

dpm(S) =
1√
π m

Γ(m+1
2 )

Γ(m
2 )

dS(
1 + S2

m

)m+1
2

(47)

Íà ãðàôèêå ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ 3-ìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
ïðèâåäåíî â ñðàâíåíèè ñî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíè-
åì:

-3 -2 -1 1 2 3
S

0.1

0.2

0.3

0.4

f

Êàêàÿ èç ýòèõ êðèâûõ ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà?
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8.6 Ðàñïðåäåëåíèå âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé
Èíòåãðàë

∞∫
0

e−
r2
2 rn−1 dr = 2

n
2−1 Γ(

n

2
)

îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ìîäóëÿ ñóììû êâàäðàòîâ n íîðìàëüíî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà � ðàñïðåäåëåíèå îòíîøåíèÿ äâóõ ñðåäíèõ
ñóìì êâàäðàòîâ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ âåëè÷èí

s2
1 =

1
n1

(x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n1

) =
r2
1

n1
;

s2
2 =

1
n2

(x2
n1+1 + x2

n1+2 + . . . + x2
n1+n2

) =
r2
2

n2
.

Ðàñïðåäåëåíèå ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèé � âåëè÷èíû F =
s2
1/s2

2 íå çàâèñèò îò äèñïåðñèè, åñëè îíà îáùàÿ â îáîèõ ðàñïðåäå-
ëåíèÿõ, ïîýòîìó âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü äëÿ íîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ âåëè÷èí xi ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé. Äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè ýòîãî îòíîøåíèÿ f(F ) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îïðåäåëÿåòñÿ
èíòåãðàëîì < f(F ) >=

1

2
n1+n2

2 −2 Γ(n1
2 )Γ(n2

2 )

∫ ∞

0

dr1

∫ ∞

0

dr2 f(F ) e−
r2
1+r2

2
2 rn1−1

1 rn2−1
2 .

Îáîçíà÷èì z = r2
1/r2

2 = F n1/n2, âûðàçèì r1 =
√

z r2; dr1/r1 =
dz/(2z) (ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî z âåëè÷èíà r2 ≡ r îñòàåòñÿ ïîñòîÿí-
íîé) è ïîäñòàâèì â èíòåãðàë

N−1

(∫ ∞

0

dr

r
e−

(1+z) r2

2 rn1+n2 z
n1
2

)
dz

2z
=

Γ(n1+n2
2 )

Γ(n1
2 )Γ(n2

2 )
z

n1
2

(1 + z)
n1+n2

2

dz

z
.

Âîçâðàùàÿñü òåïåðü îò ïåðåìåííîé z ê ïåðåìåííîé F = z n2/n1,
ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå ýòîé âåëè÷èíû:

dp(F ) = n
n1
2

1 n
n2
2

2

Γ(n1+n2
2 )

Γ(n1
2 )Γ(n2

2 )
F

n1
2

(n1 + n2 F )
n1+n2

2

dF

F
. (48)

Ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ñðàâíåíèÿ âûáîðî÷íûõ äèñïåðñèé.
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9 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû

9.1 Ïåðâàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà
Îäíà èç îñíîâíûõ îáëàñòåé ïðèëîæåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé � ìíî-
ãîêðàòíî ïîâòîðÿþùèåñÿ ñîáûòèÿ ñ âîçìîæíûìè ðàçëè÷íûìè èñõî-
äàìè.

Â ñõåìå Áåðíóëëè � ïðîâåäåíèå n èñïûòàíèé ñ äâóìÿ èñõîäàìè:
�+� ñ âåðîÿòíîñòüþ p è �-� ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p � ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà m (÷èñëî âûïàâøèõ ïëþñîâ) èìååò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
< m >= n p è äèñïåðñèþ Dm = n p (1− p).

Ñðåäíåå ÷èñëî ïëþñîâ â n èñïûòàíèÿõ x = m/n èìååò ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå < x >= p è äèñïåðñèþ

Dx =
Dm

n2
=

n p (1− p)
n2

=
p (1− p)

n
.

Ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà èñïûòàíèé äèñïåðñèÿ óìåíüøàåòñÿ è â ïðå-
äåëå n →∞ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Â ýòîì è ñîñòîèò ïåðâàÿ ïðå-
äåëüíàÿ òåîðåìà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé: ñðåäíåå çíà÷åíèå x = m/n ïî

âåðîÿòíîñòè ñõîäèòñÿ ê p � âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ â îäíîì
èñïûòàíèè.

9.2 Òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà
Â òîé æå ñõåìå Áåðíóëëè ìîæíî ïîñòðîèòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ
íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé ïðè
ëþáîì n:

η =
m− n p√
n p (1− p)

; < η >= 0; Dη =
Dm

(
√

n p (1− p))2
= 1.

Íî âñå âûñøèå (k > 2) ñåìèèíâàðèàíòû ýòîé âåëè÷èíû ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ ïðè n →∞:

χ
[η]
k =

n

nk/2

χ
[+]
k

(p (1− p))k/2
n→∞

→ 0.

Çäåñü χ
[+]
k � ñåìèèíâàðèàíòû âûïàäåíèÿ ïëþñà â îäíîì áèíàðíîì

ýêñïåðèìåíòå � êîíå÷íûå âåëè÷èíû, íå çàâèñÿùèå îò n.
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Íàáîð ñåìèèíâàðèàíòîâ ðàâíûõ íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì âòîðîãî,
ðàâíîãî åäèíèöå, èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïðè ìèíèìàëüíîì çíà÷åíèè m = 0 çíà÷åíèå x1 =
√

n
√

p/(1− p)
ñòðåìèòñÿ ê ìèíóñ áåñêîíå÷íîñòè, à ïðè ìàêñèìàëüíîì m = n çíà÷å-
íèå x2 =

√
n
√

(1− p)/p ñòðåìèòñÿ ê ïëþñ áåñêîíå÷íîñòè, ïðè ýòîì
èíòåðâàëû ìåæäó ñîñåäíèìè çíà÷åíèÿìè xm, ðàâíûå 1/

√
n p (1− p)

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî åñòü â ïðåäåëå n → ∞ âåëè÷èíà x ñòàíîâèòñÿ
íåïðåðûâíîé, ðàñïðåäåëåííîé ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêî-
íó.

Òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óïðîñòèòü ðå-
øåíèå çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïðè áîëü-
øèõ n (ñì. äàëåå).

9.3 Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà
Òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåé
öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Ïóñòü èìååòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà x (äèñêðåòíàÿ èëè íåïðåðûâíàÿ) ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì
µ, äèñïåðñèåé D è êîíå÷íûìè âûñøèìè ñåìèèíâàðèàíòàìè. Ïðè n -
êðàòíîé ðåàëèçàöèè ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (x1, x2, . . . , xn) ìîæíî
ïîñòðîèòü

η =
∑n

i=1 xi − n < x >√
n Dx

; < η >= 0; Dη =
n Dx

(
√

n Dx)2
= 1. (49)

Ñåìèèíâàðèàíòû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η îïðåäåëÿþòñÿ ñåìèèíâàðè-
àíòàìè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x:

ξ
[η]
l = n ξ

[x]
l

(
1

n Dx

)l/2

=
1

n(l−2)/2

ξ
[x]
l

D
l/2
x

. (50)

Ïðè ñòðåìëåíèè n ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè l > 2 âñå îíè ñòðåìÿòñÿ ê
íóëþ, âåëè÷èíà η ñòàíîâèòñÿ íåïðåðûâíîé íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè
è èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
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9.4 Èñïîëüçîâàíèå ÖÏÒ
Ïóñòü ìû õîòèì îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî m âûïàäà-
íèÿ îðëà íàõîäèòñÿ â çàäàííîì èíòåðâàëå m1 < m < m2 p = 0.5.
Ïðèìåíèì òåîðåìó Ìóàâðà-Ëàïëàñà.

η =
m− 0.5n

0.5
√

n
=

2 m− n√
n

.

η1 =
2 m1 − n√

n
; η2 =

2 m2 − n√
n

.

Ïóñòü, íàïðèìåð, n = 100, m1 = 45, m2 = 55. Òîãäà η1 = −1; η2 =
1 è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè 100 áðîñàíèÿõ 45 < m < 55 ðàâíà
ïëîùàäè ïîä êðèâîé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò -1 äî +1. Îíà
ðàâíà èíòåãðàëó âåðîÿòíîñòåé Φ(η2) − Φ(η1) = Φ(1) − Φ(−1) = 0.68
(ñì. òàáëèöó).

Åñëè æå n = 1000, m1 = 4500, m2 = 5500 � îòíîøåíèå òàêîå æå,
êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, íî η1 = −10, η2 = 10, òî âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ m â ýòîò èíòåðâàë ðàâíà ïëîùàäè îò -10 äî +10 � ïî÷òè
ðàâíà åäèíèöå ñ îãðîìíîé òî÷íîñòüþ.

Çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà âåðîÿòíîñòåé

Φ(η) =
1√
2π

∫ η

0

e−x2/2 dx (51)

ïðèâåäåíû â òàáëèöå:
η Φ(η) η Φ(η) η Φ(η)
0.0 0.00000 1.0 34134 2.0 47725
0.1 03983 1.1 36433 2.2 48610
0.2 07926 1.2 38493 2.4 49180
0.3 11791 1.3 40320 2.6 49534
0.4 15542 1.4 41924 2.8 49744

0.5 19146 1.5 43319 3.0 49865
0.6 22575 1.6 44520 3.5 4997674
0.7 25804 1.7 45543 4.0 4999683
0.8 28814 1.8 46407 4.5 4999966
0.9 31594 1.9 47128 5.0 4999997
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Èíòåãðàë âåðîÿòíîñòåé � íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ: Φ(−z) = −Φ(z).
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×àñòü II

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà

ß áðîñàþ ìîíåòó è ñðàçó íàêðûâàþ ëàäîíüþ, óñïåâ óâèäåòü ÷òî íà
íåé âûïàëà �ðåøêà�. Îäíàêî áîëüøå íèêòî íå çíàåò ðåçóëüòàòà. Êà-
êîâà äëÿ íèõ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîä ðóêîé �ðåøêà�? 1/2.

Âåðîÿòíîñòíî îïèñûâàþòñÿ íå òîëüêî ñîáûòèÿ, íî è íàøè çíàíèÿ
î íèõ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ �îðëà� íà ãíóòîé ìîíåòå. Ýòî
âïîëíå îïðåäåëåííîå ÷èñëî ìåæäó íóëåì è åäèíèöåé, íî ìû åãî íå
çíàåì è ìîæåì äåëàòü ëèøü âåðîÿòíîñòíûå ñóæäåíèÿ.

10 Îñíîâíàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêè

Îñíîâíîé çàäà÷åé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ðàñ÷åò ïî çàäàí-
íûì âåðîÿòíîñòÿì íåêîòîðûõ (ïðîñòûõ) ñîáûòèé âåðîÿòíîñòåé ñëîæ-
íûõ ñîáûòèé, ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì, ñâÿçàííûì ñ ïðîñòûìè.
Ñàìè âåðîÿòíîñòè ïðè ýòîì çàäàþòñÿ îïðåäåëåííûìè ÷èñëàìè è
ôóíêöèÿìè.

Êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ýòè ôóíêöèè è ÷èñëà íåèçâåñòíû çàðàíåå, ñàìè ÿâëÿþòñÿ
ñëó÷àéíûìè, è èõ âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íà
îñíîâå ýêñïåðèìåíòà.

11 Òåîðèÿ Áàéåñà

Òîìàñ Áàéåñ (1702-1761) ïîñòðîèë òåîðèþ ðàçâèòèÿ íàøèõ âåðîÿò-
íîñòíûõ çíàíèé î ìèðå íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòà, èñïîëüçóÿ ñòàòè-

ñòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü ìåæäó ïàðàìåòðàìè ðàñïðåäåëåíèÿ è ðå-
çóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà.
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11.1 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü
Ðàñïðåäåëåíèå äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí x è h çàäàåòñÿ ñîâìåñòíûì
ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé

dp(x, h) = ρ(x, h) dx dh;
∫

ρ(x, h) dx dh = 1. (52)

Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí dp(x, h) = dp(x) dp(h) =
(ρx(x)dx) (ρh(h)dh). Åñëè ýòî íå òàê, òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x è h
ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìûìè.

Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåò ÷àñòíûå âåðîÿòíîñòè x
è h:

dp(x) =
∫

h

dp(x, h) = dx

∫
ρ(x, h) dh;

dp(h) =
∫

x

dp(x, h) = dh

∫
ρ(x, h) dx.

Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â òåîðèè Áàéåñà ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûå âå-

ðîÿòíîñòè ρ(x/h) dx è (ρ(h/x) dh), ñèììåòðè÷íî îïðåäåëÿåìûå äëÿ
x è h:

dp(x, h) = ρ(x, h) dx dh = dp(x/h) · dp(h) = dp(h/x) · dp(x). (53)

Îòñþäà
dp(x/h) =

dp(x, h)
dp(h)

; dp(h/x) =
dp(x, h)
dp(x)

.

11.2 Òåîðåìà Áàéåñà
Èç (53) ìîæíî âûðàçèòü îäíó óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü ÷åðåç äðóãóþ:

dp(h/x) = dp(x/h)
dp(h)
dp(x)

. (54)

Ýòî ñîîòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Áàéåñà è ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íîé ôîðìóëîé ñòàòèñòèêè Áàéåñà.
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11.3 Ìåòîäèêà Áàéåñà
Ïðèïèøåì òåïåðü âåëè÷èíàì x è h îïðåäåëåííûé ñìûñë: áóäåì ïîëà-
ãàòü x èçìåðÿåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ïàðàìåòðîì ðàñïðåäåëå-
íèÿ h, òàêæå ÿâëÿþùèìñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé âñëåäñòâèå íàøåãî
íåçíàíèÿ. Ïóñòü äî èçìåðåíèÿ íàøè çíàíèÿ î ïàðàìåòðå h îïðåäå-
ëÿëèñü ðàñïðåäåëåíèåì dpapr(h) � àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì, � à
ïîñëå ïðîâåäåíèÿ îïûòà, äàâøåãî îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå x = xe, íà-
øè çíàíèÿ î ïàðàìåòðå h èçìåíèëèñü: ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà
ìû èìååì àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå

dppost(h/xe) = dp(xe/h)
dpapr(h)
dp(xe)

= N−1 dp(xe/h) dpapr(h). (55)

Â ýòîé ôîðìóëå xe � óæå íå ñëó÷àéíàÿ, à îïðåäåëåííàÿ, çàìåðåííàÿ â
ýêñïåðèìåíòå âåëè÷èíà. Âõîäÿùàÿ â ôîðìóëó dp(xe), òàêæå ÿâëÿåòñÿ
êîíñòàíòîé è ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èç óñëîâèÿ
íîðìèðîâêè âåðîÿòíîñòè. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð
h, è ôîðìóëà Áàéåñà (55) îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå íàøèõ çíàíèé îá
ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåíòà. Â ñëó÷àå äèñ-
êðåòíîñòè x â ôîðìóëå (55) dp(x /h) çàìåíÿåòñÿ íà p(x /h):

dppost(h/xe) = N−1 p(xe/h) dpapr(h). (56)

12 Ïàðàìåòð áèíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïðèìåíèì ìåòîäèêó Áàéåñà ê áèíàðíîé ñèñòåìå, ãäå h åñòü âåðîÿò-
íîñòü âûïàäåíèÿ �+� è ñîîòâåòñòâåííî 1 − h � âåðîÿòíîñòü �-�. Ìû
åùå íå ïðîâîäèëè ýêñïåðèìåíò. Çíàåì ëè ìû ÷òî-ëèáî î ïàðàìåò-
ðå h? Ìû çíàåì, ÷òî îí ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî 1, è
åñëè áîëüøå íåò íèêàêîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, äîëæíû ïðèäåð-
æèâàòüñÿ êðèòåðèÿ ìàêñèìàëüíîãî íåçíàíèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî
ïðåäïîëîæåíèå î ðàâíîâåðîÿòíîì ðàñïðåäåëåíèè ýòîãî ïàðàìåòðà:
dp0(h) = dh; 0 < h < 1.

Ïðè çàäàííîì h âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ïëþñà p(+ /h) = h, à
ìèíóñà 1− h.
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Åñëè ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà âûïàë �+�, âåðîÿòíîñòü ïðå-
îáðàçóåòñÿ ïî òåîðåìå Áàéåñà (56)

dp(h /+) = 2 h dh ≡ dp(h /0, 1).

Ïðè âûïàäåíèè ìèíóñà
dp(h /−) = 2 (1− h) dh ≡ dp(h /1, 0).

Â ïîñëåäíèõ âûðàæåíèÿõ ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ïàðîé öåëûõ ÷èñåë (n−, n+) ñ òåì, ÷òîáû òàêèì æå îáðàçîì çàïè-
ñûâàòü ðåçóëüòàòû ñ áîëüøèì ÷èñëîì èñïûòàíèé.

Äëÿ ïîñëåäóþùèõ ýêñïåðèìåíòîâ ýòà âåðîÿòíîñòü ñòàíîâèòñÿ àïðè-
îðíîé. Òàê, íàïðèìåð,
dp(h /0, 2) = N−1 h dp(h /0, 1) = 3 h2 dh; dp(h /2, 0) = 3 (1− h)2 dh.

Íà ëåâîì ãðàôèêå ïðåäñòàâëåíû àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü ñ ìåòêîé
(0, 0) � ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ h = 1 è àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíî-
ñòè ïðè îäíîì èñïûòàíèè (èñõîäû (1,0) è (0,1)) è äâóõ èñïûòàíèÿõ
((n−, n+)=(2,0), (1,1), (0,2)).

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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h

f

1

Ïðè n èñïûòàíèÿõ ðåçóëüòàò (n−m, m), ãäå m � ÷èñëî ðåàëèçî-
âàâøèõñÿ ïëþñîâ, ïðè çàäàííîì h îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé áèíîìè-
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àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
P ((n−m,m)/h) = C hm (1− h)n−m.

Ïî ôîðìóëå Áàéåñà (56) ïîñëå ðåàëèçàöèè (n −m, m) ðàñïðåäå-
ëåíèå âåðîÿòíîñòè ïàðàìåòðà h îïðåäåëÿåòñÿ β - ðàñïðåäåëåíèåì:

dp(h /(n−m,m)) =
(n + 1)!

m! (n−m)!
hm (1− h)n−m. (57)

Ïðè íåêîòîðûõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n è m ãðàôèê
àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðåäñòàâëåí íà ïðàâîì ãðàôèêå.

Òàêèì îáðàçîì ïàðàìåòð h, îïðåäåëÿþùèé ðåçóëüòàò ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî èñïûòàíèÿ, ñàì ñòàë ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ðàñïðåäåëåíèåì
(57). Íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå

d

dh
ln(ρ(h)) =

m

h
− n−m

1− h
= 0; h0 =

m

n
.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå h

< h >=
∫ 1

0

h dp(h) =
m + 1
n + 2

; < 1− h >=
n−m + 1

n + 2
.

Äèñïåðñèÿ:

< h2 >=
(m + 1)(m + 2)
(n + 2)(n + 3)

; Dh =< h2 > − < h >2=
(m + 1)(n−m + 1)

(n + 2)2(n + 3)

óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì n � ÷åì áîëüøå îáúåì ýêñïåðèìåíòà, òåì òî÷-
íåå ëîêàëèçóåòñÿ ïàðàìåòð.

12.1 Àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü
Ïðè îïðåäåëåíèè íà÷àëüíîé àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòè ìû èñõîäèëè èç
ïðèíöèïà ìàêñèìàëüíîãî íåçíàíèÿ î ïàðàìåòðå. Îäíàêî óæå äî îïû-
òà � èëè èç ëèòåðàòóðíûõ äàííûõ ïî îïûòàì äðóãèõ èññëåäîâàòåëåé
èëè èç ïðåäûäóùåãî îïûòà, � ïðèñòóïàÿ ê íîâîé ñåðèè îïûòîâ, ìû
êîå-÷òî óæå çíàåì î ðàñïðåäåëåíèè. Êàê ýòî àïðèîðíîå çíàíèå îïè-
ñàòü ìàòåìàòè÷åñêè?
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Åñëè ìû ïîëàãàåì, ÷òî, íàïðèìåð, h = 0.5± 0.2, ýòî ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì (57) ñ íåêîòîðûìè (n0, m0):

m0 ≈ 0.5n0; D ≈ 0.22 =
(m0 + 1)2

(2 m0 + 2)2 (2 m0 + 3)
=

1
4 (n + 3)

,

îòêóäà n ≈ 4, m ≈ 2, ÷òî îïðåäåëÿåò àïðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü

dpapr(h) =
5!

2! 2!
h2 (1− h)2 = 30h2 (1− h)2.

Êàê âëèÿåò íåòî÷íîñòü â çàäàíèè àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòè? Ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå h ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíîì ðåçóëüòàòå (n −
m,m) è àïðèîðíûõ ïàðàìåòðàõ n0, m0 ðàâíî

< h >=
m0 + m + 1
n0 + n + 2

→ m

n

ïðè áîëüøèõ n è m è íå çàâèñèò îò n0 è m0, òî åñòü áîëüøèå îáúåìû
èñïûòàíèé êîððåêòèðóþò íåòî÷íóþ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ.

12.2 Ïðîãíîç
Åñëè î ïàðàìåòðå h èçíà÷àëüíî íå áûëî èçâåñòíî íè÷åãî, íî ìû ïðî-
âåëè n èñïûòàíèé, â êîòîðûõ ðåàëèçîâàëîñü m ïëþñîâ, òàê ÷òî íàøå
àïîñòåðèîðíîå çíàíèå î ïàðàìåòðå h îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (57).
Òåïåðü ìû õîòèì ðàñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ l ïëþñîâ â ïî-
ñëåäóþùèõ, åùå íå ïðîâåäåííûõ k èñïûòàíèÿõ. Åñëè áû h áûëà âå-
ëè÷èíà çàäàííàÿ, òî

p(l /k, h) =
k!

l! (k − l)!
hl (1− h)k−l.

Òåïåðü ïî ôîðìóëå Áàéåñà (53) ìîæíî âû÷èñëèòü ñîâìåñòíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí l è h, à çàòåì, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî h,
ïîëó÷èì ÷àñòíóþ âåðîÿòíîñòü ÷èñëà l:

dp(l, h/k) =
k!

l! (k − l)!
(n + 1)!

m! (n−m)!
hm+l (1− h)n+k−l−m dh;
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p(l/k, n,m) =
∫

h

dp(l, h /k) dp(h /n,m) =

k! (n + 1)! (m + l)! (n + k −m− l)!
l! (k − l)!m! (n−m)! (n + k + 1)!

.

Ýòî � ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû l. Ðàáîòàòü ñ íèì � íà-
ïðèìåð, âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èëè äèñïåðñèþ ñëó-
÷àéíîãî ÷èñëà l � íåïðîñòî. Îäíàêî ñóùåñòâóþò îáùèå òåîðåìû î
ïðîãíîçå, óïðîùàþùèå âû÷èñëåíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.

• Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðè âåðîÿò-
íîñòíîì ïàðàìåòðå, òàêæå ÿâëÿþùèìñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,
ðàâíî ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ïî ïàðàìåòðó îò óñëîâíîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ < x /h >=

∫
x

x dp(x /h), óñðåäíåí-
íîìó ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà:

dp(x) =
∫

h

dp(x /h) dp(h);

< x >=
∫

x

x dp(x) =
∫

h

(∫
−x dp(x /h)

)
dp(h) =∫

h

< x/h > dp(h) =< (< x /h >x) >h≡<< x >> .

• Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðè âåðîÿòíîñòíîì ïàðàìåò-
ðå, ÿâëÿþùèìñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, èìååò áîëåå ñëîæíóþ
êîíñòðóêöèþ:

Dx =
∫

x

(x− << x >>)2 dp(x) =∫
h

∫
x

((x− < x/h >) + (< x/h > − << x >>)2 dp(x /h) dp(h) =∫
h

(∫
x

((x− < x/h >) dp(x /h)
)2

dp(h)+∫
h

(< x/h > − << x >>)2 dp(h) =< Dx/h > +D<x/h>. (58)
Îíà ðàâíà óñëîâíîé äèñïåðñèè, óñðåäíåííîé ïî ïàðàìåòðó, ïëþñ
äèñïåðñèÿ ïî ïàðàìåòðó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
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Íàïðèìåð, â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå ïðîãíîçà íà k èñïûòà-
íèé ïîñëå n èñïûòàíèé, â êîòîðûõ âûïàëî m ïëþñîâ äëÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû l, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

<< l >>=< k h >=
k (m + 1)
(n + 2)

.

Äèñïåðñèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (58) âåäåò ñåáÿ ñëîæíåå:
Dl =< k h (1− h) > +

(
< (k h)2 > − < k h >2

)
=

k (m + 1) (n−m + 1)
(n + 2) (n + 3)

+ k2 (m + 1) (n−m + 1)
(n + 2)2 (n + 3)

=

(k +
k2

n + 2
)

(m + 1) (n−m + 1)
(n + 2) (n + 3)

.

Ïîêà îáúåì ïðîãíîçà ìíîãî ìåíüøå îáúåìà ïðîäåëàííîãî ýêñïåðè-
ìåíòà k � n, äèñïåðñèÿ ïðîãíîçà ðàñòåò ëèíåéíî ïî k. Ïðè îáúåìå
ïðîãíîçà, ïðåâûøàþùåì îáúåì ýêñïåðèìåíòà, çàâèñèìîñòü îò k îêà-
çûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé.

Ïðîñëåäèì çà îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ δ = σl/ << l >>, ãäå
σl =

√
Dl � íîðìà:

δ =

√(
1
k

+
1

n + 2

)√
(m + 1) (n−m + 1)

(n + 2) (n + 3)
(n + 2)
(m + 1)

.

Çäåñü n è m � îáúåì è ðåçóëüòàò ïðîâåäåííîãî ýêñïåðèìåíòà, à k
� îáúåì ïðîãíîçà. Ïðè k → ∞ îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêà èìååò êîíå÷-
íûé ïðåäåë â îòëè÷èå îò ïîõîæåé ñèòóàöèè â çàêîíå áîëüøèõ ÷èñåë
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

13 Ïàðàìåòðû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
Âñëåäñòâèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ìíîãèå íåïðåðûâíûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ðàñïðåäåëåíû íîðìàëüíî.

dp(x /µ,D) =
1√

2 π D
e−

(x−µ)2

2 D .
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Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íàáîðà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (x1, x2, . . . , xn)
ïðîïîðöèîíàëüíà

ρ(x1, x2, . . . , xn /µ, D) =
1

(2π D)n/2
e−

(µ−x̄)2

2 D − ∆2
2 D ,

ãäå ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû åñòü ðåçóëüòàò ðàñêðûòèÿ ñóììû
n∑

i=1

(xi − µ)2

2 D
=

1
2 D

n∑
i=1

(xi − x̄)2 +
n

2 D
(µ− x̄)2 =

n(µ− x̄)2

2 D
+

∆2

2 D
; x̄ =

1
n

n∑
i=1

xi;
n∑

i=1

(xi−x̄) = 0; ∆2 =
n∑

i=1

(xi−x̄)2.

Òåïåðü ïî ôîðìóëå Áàéåñà

dp(µ,D /x1, x2, . . . , xn) = dp(µ,D /x̄, ∆2) =

N−1 e−
∆2
2 D

Dn/2
e−

n (µ−x̄)2

2 D dp0(µ,D). (59)
Çäåñü ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ µ è D, à ýêñïåðèìåíòàëü-
íûå äàííûå âõîäÿò òîëüêî â âèäå äâóõ êîìáèíàöèé: ñðåäíåãî çíà÷å-
íèÿ x̄ è ñóììàðíîé êâàäðàòè÷íîé îøèáêè ∆2. Ìíîæèòåëü dp0(µ,D)
åñòü àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ µ è D. Ìàêñèìàëüíàÿ
íåîïðåäåëåííîñòü äëÿ µ � ýòî ðàâíîâåðîÿòíîñòü âñåõ µ: dp0(µ) ∼ dµ.
Äëÿ D ýòî íå òàê, òàê êàê D � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ âåëè-
÷èíà: dp0(D) ∼ dD/D. Ïîñëå òàêîé ïîäñòàíîâêè ðàñïðåäåëåíèå (59)
ïðèíèìàåò âèä:

dp(µ,D /x̄, ∆2) = N−1 e−
∆2
2 D

Dn/2+1
e−

n (µ−x̄)2

2 D dµ dD. (60)

Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü N íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè âå-
ðîÿòíîñòè ∫

dp(µ, D /x̄,∆2) = 1.
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13.1 Ðàñïðåäåëåíèå äèñïåðñèè
Ðàñïðåäåëåíèå (60) íåñëîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî µ, òàê êàê ýòî
ãàóññîâ èíòåãðàë:

∞∫
−∞

e−
n (µ−x̄)2

2 D dµ =

√
2 π D

n
,

ïîñëå ÷åãî îñòàíåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå äèñïåðñèè D

dp(D /∆2) = N−1

√
2 π

n

e−
∆2
2 D

D(n−1)/2+1
dD.

Ýòî åñòü Γ-ðàñïðåäåëåíèå äëÿ âåëè÷èíû u = ∆2

2 D . Äåéñòâèòåëüíî,
ïðåäñòàâèâ D = ∆2

2 u , îòêóäà, òàê êàê ∆2 êîíñòàíòà,

dD = − ∆2

2 u2
du;

dp(u) = N−1

√
2 π

n

(
2

∆2

)n−1
2

u(n−1)/2−1e−u du =

1
Γ(n−1

2 )
u(n−1)/2−1e−u du.

Îòñþäà îïðåäåëÿåòñÿ íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü â (60):

N =

√
2 π

n

(
2

∆2

)n−1
2

Γ(
n− 1

2
). (61)

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñïåðñèè

< D >=
∆2

2

〈
1
u

〉
=

∆2

2
1

Γ(n−1
2 )

∞∫
0

u(n−3)/2−1e−u du = (62)

∆2

2
Γ(n−3

2 )
Γ(n−1

2 )
=

∆2

n− 3
.

Äëÿ îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñïåðñèè íóæíî áîëåå òðåõ
çàìåðîâ.
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13.2 Ðàñïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå (60) íàéäåííîå çíà÷åíèå íîðìèðîâî÷íîãî
ìíîæèòåëÿ (61)

dp(µ,D /x̄,∆2) =
√

n

2 π

(
∆2

2

)n−1
2 1

Γ(n−1
2 )

e−
∆2
2 D

D(n/2+1)
e−

n (µ−x̄)2

2 D dµ dD,

(63)
ñîáðàâ ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â îäíó ôóíêöèþ w, ïîëó÷àåì ñòàòè-
ñòè÷åñêè íåçàâèñèìîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µ è w:

dp(µ, w) =

√ n

π ∆2

Γ(n
2 )

Γ(n−1
2 )

dµ(
1 + n(µ−x̄)2

∆2

)n
2

 · ( e−w

Γ(n
2 )

w
n
2−1 dw

)
=

dp(µ) · dp(w); w =
1

2 D
(∆2 + n(µ− x̄)2).

Ïåðâûé ñîìíîæèòåëü â ýòîì ðàñïðåäåëåíèè îïðåäåëÿåò ðàñïðå-

äåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ m = n − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû: ôîðìóëà (47)
íà ñòðàíèöå 35:

dp(µ /x̄,∆2) =
√

n

π ∆2

Γ(n
2 )

Γ(n−1
2 )

dµ(
1 + n(µ−x̄)2

∆2

)n
2

. (64)

Èç ñîîòíîøåíèÿ

µ = x̄ + yn−1

√
∆2

n(n− 1)
; m = n− 1

Ìîæíî ïîëó÷èòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ îöåíèâàå-
ìîé âåëè÷èíû µ:

< µ >= x̄; Dµ =
∆2

n(n− 1)
n + 1
n− 1

=
(

1 +
1
n

)
∆2

(n− 1)2
,

à òàêæå îïðåäåëèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë

µ = x̄± yn−1(η)

√
∆2

n (n− 1)
,
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ãäå yn−1(η) � êâàíòèëü íàäåæíîñòè η ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ
n− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû: ±yn−1(η) îòñåêàþò ïîä êðèâîé ïëîùàäü η
(íàïðèìåð, 0.9, 0.95), îïðåäåëÿþùóþ íàäåæíîñòü âûâîäà. Êâàíòè-
ëè çàäàííîé íàäåæíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ m ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû ïðèâîäÿòñÿ â òàáëèöàõ (ñì., íàïðèìåð, [2]).

13.3 Ïðîãíîç
Ïðè çàäàííûõ µ è D ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû x îïðåäå-
ëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì

dp(x /µ,D) =
1√

2 π D
e−

(x−µ)2

2 D dx.

Íî ñàìè ýòè ïàðàìåòðû îêàçàëèñü ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, îïðå-
äåëÿåìûìè ðàñïðåäåëåíèåì (63), òàê ÷òî ñ ó÷åòîì ýòîé âåðîÿòíîñòè
ïðîãíîçèðóåìîå çíà÷åíèå x èìååò ðàñïðåäåëåíèå

dp(x) =
∫

µ,D

dp(x /µ,D) dp(µ,D) = N−1 dx

∫
dµ dD

(
e−

f
2 D

) 1

D
n+1

2 +1
,

(65)
ãäå

f = ∆2 + n(µ− x̄)2 + (x− µ)2 = ∆2 + (µ− µ̄)2 +
n (x− x̄)2

n + 1
;

µ̄ =
n x̄ + x

n + 1
.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî µ è D, óìåíüøàþùåãî ñòåïåíü D â çíàìå-
íàòåëå íà 3/2, ðàñïðåäåëåíèå ïðîãíîçèðóåìîé âåëè÷èíû x îêàçûâà-
åòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà ñ m = n− 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû:

dp(x) = N−1 dx(
1 + n (x−x̄)2

(n+1) ∆2

)n
2
∼ dS(

1 + S2

m

)m+1
2

.

x = x̄ + Sn−1

√
(n + 1)∆2

n (n− 1)
; < x >= x̄; Dx =

(n + 1)∆2

n(n− 3)
.
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Â îòëè÷èå îò äèñïåðñèè ïàðàìåòðà µ, óìåíüøàþùåéñÿ ïðè óâå-
ëè÷åíèè ÷èñëà çàìåðîâ, òàê êàê ∆2 ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî n, äèñ-
ïåðñèÿ x ñ ðîñòîì ÷èñëà çàìåðîâ ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Íàøè çíàíèÿ î
ïàðàìåòðàõ ðàñòóò, íî îáúåêòèâíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü â ñèñòåìå íå
óìåíüøàåòñÿ.

13.4 Ðàçëè÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé
Åñëè â äâóõ ðàçëè÷íûõ ñåðèÿõ èçìåðåíèé ïîëó÷åíû ñëåãêà ðàçëè÷-
íûå çíà÷åíèÿ x̄, ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè ðàçëè÷èÿ ðåçóëüòàòîì çàìåðà îä-
íîé è òîé æå âåëè÷èíû, èëè æå â êàæäîé ñåðèè èìåëàñü ñïåöèôèêà,
ïðèâåäøàÿ ê èçìåðåíèþ ðàçíûõ âåëè÷èí?

Íà ðèñóíêàõ âèäíî, ÷òî âûâîä îïðåäåëÿåòñÿ íå ðàçíîñòüþ, à îò-
íîøåíèåì ýòîé ðàçíîñòè ê ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé:

1 2 1 2

Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ðàçëè÷íîñòè ñðåä-
íèõ íóæíî íàéòè ìåòîäîì Áàéåñà ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ µ1 è µ2

â ýòèõ ñåðèÿõ ñ äëèíàìè âûáîðîê n1 è n2:

dp(µ1, µ2, σ) = N−1e−
∆2

1
2 σ2−

∆2
2

2 σ2

(
e−

n1 (µ1−x̄1)2+n2 (µ2−x̄2)2

2 σ2

)
dµ1 dµ2 dσ

σn1+n2+1
.

(66)
Îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò âûðàæåíèå â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû

s = n1 (µ1 − x̄1)2 + n2 (µ2 − x̄2)2.

Âûäåëèì èç ïåðåìåííûõ µ1 è µ2 èõ ðàçíîñòü
µ1 = µ +

n2

n1 + n2
λ; µ2 = µ− n1

n1 + n2
λ; λ = µ1 − µ2.
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Òîãäà
s = (n1 + n2)(µ−

=
x)2 +

n1 n2

n1 + n2
(λ− δ)2,

ãäå
=
x=

n1 x̄1 + n2 x̄2

n1 + n2
; δ = x̄1 − x̄2.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî µ çàâèñèìîñòü îò λ îïðåäåëèòñÿ ñòüþ-
äåíòîâñêîé ôóíêöèåé ñ m = n1 + n2 − 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû(

1 +
n1 n2 (λ− δ)2

(n1 + n2) (∆2
1 + ∆2

2)

)−(n1+n2−1)/2

=
(

1 +
t2

m

)−(m+1)/2

,

îòêóäà ìîæíî îïðåäåëèòü

< µ1−µ2 >=< λ >= x̄1−x̄2; Dλ =
(n1 + n2 − 2)(n1 + n2)

n1 n2

∆2
1 + ∆2

2

(n1 + n2 − 4)
.

Çíà÷èìîñòü ðàçíîñòè x̄1 − x̄2 îïðåäåëÿåòñÿ åå îòíîøåíèåì ê êîðíþ
èç äèñïåðñèè.

14 Ðåãðåññèÿ
Îïðåäåëåíèþ ïîäëåæèò çàâèñèìîñòü

y(x) = a1 u1(x) + a2 u2(x) + . . . + am um(x) + δ, (67)
ãäå u1(x), u2(x), . . . , um(x) � çàäàííûå ðåãðåññèîííûå ôóíêöèè, êîýô-
ôèöèåíòû a1, a2, . . . , am � ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ ðåãðåññèîííûå

êîýôôèöèåíòû, âûñòóïàþùèå ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòà-
òèñòèêè êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî íàéòè
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, äèñïåðñèè.
Âåëè÷èíà δ ÿâëÿåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ è ïîëàãàåòñÿ íîðìàëüíî ðàñïðå-
äåëåííîé ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è íåèçâåñòíîé äèñ-
ïåðñèåé.

Ñõåìà äàííûõ: èìååòñÿ N ïàð äàííûõ (xi, yi); i = 1, . . . N .

δi = yi −
m∑

j=1

aj uj(xi); j = 1, . . . , N.
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Ïðè çàäàííûõ ðåãðåññèîííûõ êîýôôèöèåíòàõ aj è äèñïåðñèè D
âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íàáîðà îøèáîê δi îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíè-
åì ãàóññîâûõ ðàñïðåäåëåíèé

dp(δ1, . . . , δN /D, a1, . . . am) ∼
N∏

i=1

e−
δ2
i

2 D

√
D

 ∼ 1

D
N
2

e−
f

2 D , (68)

ãäå

f =
N∑

i=1

δ2
i =

N∑
i=1

yi −
m∑

j=1

aj uj(xi)

2

. (69)

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Áàéåñà, íóæíî ðàññìàòðèâàòü êîýôôèöèåíòû
ai, D êàê ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ àïðèîðíîé ìåðîé âåðîÿòíîñòè

dpapr(a1, a2, . . . , an, D) ∼ da1 da2 . . . dan
dD

D
,

÷òî ïðèâîäèò ê ðàñïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ aj è D:

dp(a1, a2, . . . , an, D) = N−1 1

D
N
2

(
e−

f
2 D

)
da1 da2 . . . dan

dD

D
, (70)

ãäå ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ïî êîýôôèöèåíòàì ðåãðåññèè
aj :

f =

(
N∑

i=1

y2
i

)
−2

m∑
j=1

aj

(
N∑

i=1

yi uj(xi)

)
+

m∑
j=1

m∑
k=1

aj ak

(
N∑

i=1

uj(xi) uk(xi)

)
.

(71)
Îáîçíà÷àÿ âûðàæåíèÿ â êðóãëûõ ñêîáêàõ êàê < y2 >, < y uj >≡

bj è < uj uk >≡ Kjk, ñðàçó îïðåäåëèì, ÷òî íàèáîëåå âåðîÿòíûå çíà-
÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè íàõîäÿòñÿ â ìèíè-
ìóìå ôóíêöèè f , îïðåäåëÿåìîì ëèíåéíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé

bj =
m∑

l=1

Kjl āl; āl =
m∑

l=1

K−1
lj bj . (72)

Ýòîò âûâîä ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì â òåîðèè íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ãäå
îñíîâíîé ôîðìóëîé ÿâëÿåòñÿ (72).
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14.1 Ðåãðåññèÿ ïðÿìîé ëèíèåé
Ïîëíîñòüþ ñòàòèñòè÷åñêóþ çàäà÷ó ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ðåãðåññèè ìû ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé çàâèñè-
ìîñòè y = a+b x ñ äâóìÿ ðåãðåññèîííûìè ôóíêöèÿìè u1 = 1, u2 = x.

Â ýòîì ñëó÷àå

K11 =< 1 · 1 >= N ; K12 = K21 =
N∑

i=1

xi = N x̄; K22 =
N∑

i=1

x2
i .

×òîáû ìàòðèöà Kij áûëà äèàãîíàëüíîé, óäîáíåå âçÿòü çà èñõîäíûå
ôóíêöèè u1 = 1, u2 = x − x̄, òîãäà < u1 · u2 >=

∑
(xi − x̄) = 0 è

ìàòðèöà Kjl èìååò ëèøü äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû:

K11 = N ; K22 =
N∑

i=1

(xi − x̄)2 ≡ N L2.

Íàèëó÷øèå êîýôôèöèåíòû ā è b̄ îïðåäåëÿþòñÿ èç (72):

ā =
< y >

N
; b̄ =

< y (x− x̄) >

N L2
.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ïðè íàèëó÷øèõ êîýôôèöèåíòàõ îïðåäåëÿåò
ñóììàðíóþ êâàäðàòè÷íóþ ïîãðåøíîñòü:

∆2 =
N∑

i=1

(yi − ā− b̄ (xi − x̄))2,

à ïðè ïðîèçâîëüíûõ a è b:
f = ∆2 + N (a− ā)2 + N L2 (b− b̄)2,

è ôîðìóëà (70) ïðèâîäèò ê ðàñïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîâ a, b, D:

dp(a, b, D) = N−1 1

D
N
2

(
e−

∆2+N (a−ā)2+N L2 (b−b̄)2

2 D

)
da db

dD

D
. (73)

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî D ýòà ôîðìóëà äàåò äâóìåðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå Ñòüþäåíòà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ a è b, ïðîïîðöèîíàëüíîå

dp(a, b) ∼ da db(
1 + N ((a−ā)2+L2 (b−b̄)2)

∆2

)N
2

.
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Åñëè æå ñíà÷àëà ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî b, ÷òî ïðîñòî óìåíüøèò íà
1/2 ñòåïåíü ïî D â çíàìåíàòåëå, à çàòåì ïî D, òî ðåçóëüòàòîì áóäåò
ðàñïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà a � ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ N − 2
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû:

dp(a) ∼ da(
1 + (N−1) (a−ā)2

∆2

)N−1
2

∼ dy(
1 + y2

m

)m+1
2

. (74)

Àíàëîãè÷íî, èíòåãðèðîâàíèå ïî a è D ïðèâîäèò ê ðàñïðåäåëåíèþ
Ñòüþäåíòà äëÿ êîýôôèöèåíòà b:

dp(b) ∼ db(
1 + (N−1) L2 (b−b̄)2

∆2

)N−1
2

∼ dy(
1 + y2

m

)m+1
2

. (75)

Èç ýòèõ âûðàæåíèé íàõîäèì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñ-
ïåðñèè êîýôôèöèåíòîâ a è b:

< a >= ā =
1
N

N∑
i=1

yi; < b >= b̄ =
1

N L2

N∑
i=1

(xi − x̄) yi;

Da =
(N − 2)
(N − 4)

∆2

(N − 1)
; Db =

(N − 2)
(N − 4)

∆2

(N − 1) L2

Êàæäûé èç íèõ ðàñïðåäåëåí ïî Ñòüþäåíòó ñ m = N − 2 ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû.

14.2 Ðåãðåññèîííûé ïðîãíîç
Ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè a è b
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ïðîâîäèòü óñðåäíå-
íèå ïî ýòèì ïàðàìåòðàì ñ ðàñïðåäåëåíèåì (73):

dp(x) =
∫

a,b,D

dp(x /a, b, D) dp(a, b, D). (76)

Ýòîò èíòåãðàë âñå òîãî æå ãàóññîâà òèïà, êîòîðûé ïîñëå èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî D ïðèâîäèò ê ðàñïðåäåëåíèþ Ñòüþäåíòà. Íóæíî ðàñïèñàòü
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû:

f = ∆2 + N(a− ā)2 + N L2 (b− b̄)2 + (y − a− b (x− x̄))2.
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Òåïåðü íóæíî íàéòè ìèíèìóì ýòîé ôîðìû ïî a è b:

ã =
ā (N L2 + x(x− x̄)2) + L2(y − b̄ (x− x̄))

(N + 1) L2 + (x− x̄)2
.

b̃ =
b̄ L2 (N + 1) + (x− x̄) (y − ā)

(N + 1) L2 + (x− x̄)2
.

Ïðè ýòîì ñàìà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé

f =
N L2(y − ā− b̄ (x− x̄))2

(N + 1) L2 + (x− x̄)2
+ ∆2.

Äîáàâëåíèå íîâîé òî÷êè óâåëè÷èò ñòåïåíü D â çíàìåíàòåëå íà
1/2, îäíàêî èíòåãðèðîâàíèå ïî a è b äâå ïîëîâèíêè ñúåäàåò, òàê ÷òî
îêîí÷àòåëüíî

dp(y(x)) ∼ dy(
1 + N L2 (y−ā−b̄ (x−x̄))2

((N+1)L2+(x−x̄)2)∆2

)N−1
2

∼ dS(
1 + S2

m

)m+1
2

, (77)

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ m = N−2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ñàìà
ïðîãíîçèðóåìàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðåãóëÿðíîé ÷àñòè � íàè-
áîëåå âåðîÿòíîé ðåãðåññèîííîé ôóíêöèè � è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû S,
ðàñïðåäåëåííîé ïî Ñòüþäåíòó:

y(x) = ā + b̄ (x− x̄) + SN−2

√
∆2

(
1 +

1
N

+
(x− x̄)2

N L2

)
(78)

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå y ëåæèò íà ðåãðåññèîííîé êðèâîé y =
ā + b̄ (x− x̄), à äèñïåðñèÿ åå ðàçëè÷íà ïðè ðàçëè÷íûõ x:

Dx =
(N − 2)
(N − 4)

∆2

(
1 +

1
N

+
(x− x̄)2

N L2

)
=

=
(N − 2) (N + 1)

(N − 4) N
∆2

(
1 +

(x− x̄)2

(N + 1) ∆2

)
(79)
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x

y

Äèñïåðñèÿ, à âìåñòå ñ íåé è äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë çàäàííîé
íàäåæíîñòè, ðàñøèðÿþòñÿ îò ñåðåäèíû ãðàôèêà ê êîíöàì. Ìèíèìóì
äèñïåðñèè â òî÷êå x = x̄.

15 Ñòàòèñòè÷åñêèå ãèïîòåçû
Íèêàêîé êîíå÷íûé ýêñïåðèìåíò íå ìîæåò îïðåäåëèòü âèä ðàñïðå-
äåëåíèÿ, êîòîðîìó ïîä÷èíÿåòñÿ çàìåðÿåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (çà
èñêëþ÷åíèåì áèíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � ñ äâóìÿ èñõîäàìè). Ïîýòî-
ìó èññëåäîâàòåëü, èñõîäÿ èç ïðèðîäû ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, âû-
äâèãàåò ãèïîòåçó î âèäå ðàñïðåäåëåíèÿ è, íàïðèìåð, ìåòîäîì Áàéåñà
îïðåäåëÿåò ïàðàìåòðû ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íàïðèìåð, äëÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñëó÷àéíîñòü
êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãèìè ôàêòîðàìè, âñëåäñòâèå öåíòðàëüíîé
ïðåäåëüíîé òåîðåìû ÷àùå âñåãî ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà î íîðìàëüíîì
ðàñïðåäåëåíèè.

Ïîñëå ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà âîçíèêàåò âîïðîñ: à ñîãëàñóþòñÿ
ëè ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ñ âûäâèíóòîé ãèïîòåçîé?

Êðèòåðèè ñîãëàñèÿ ðàçðàáîòàíû äëÿ òîãî, ÷òîáû äàòü âåðîÿò-

íîñòíûé îòâåò íà äàííûé âîïðîñ.

15.1 Êðèòåðèé χ2

Ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î òîì, ÷òî ýêñïåðèìåíò îáúå-
ìà n ñ k ñîñòîÿíèÿìè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî â êàæäîì i-ì ñîñòîÿ-
íèè âûïàëî ri ñîáûòèé, îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè pi, îöåíåííûìè
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êàêèìè-ëèáî ñòàòèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ïðè ýòîì
k∑

i=1

ri = n. (80)

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ÷èñåë ri ðàâíû < ri >= mi = n pi, à
ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ mi (áîëüøèõ 10-è) îòêëîíåíèÿ ri−mi âñëåä-
ñòâèå öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû ïîä÷èíÿþòñÿ íîðìàëüíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ ñ äèñïåðñèåé

Di = n pi (1− pi) ≈ n pi,

åñëè ñîñòîÿíèé äîñòàòî÷íî ìíîãî è êàæäîå pi ìàëî.
Òîãäà âåëè÷èíó

zi =
ri − n pi√

n pi
=

ri −mi√
mi

ìîæíî ïîëàãàòü íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé,
à âåëè÷èíà

u =
k∑

i=1

z2
i =

k∑
i=1

(ri −mi)2

mi
(81)

ðàñïðåäåëåíà ïðèìåðíî ïî çàêîíó χ2.
Íóæíî åùå íàéòè ÷èñëî ñòàòèñòè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. ×èñëà

ri ïîä÷èíÿþòñÿ óïîìÿíóòîé ñâÿçè (80), ÷òî óìåíüøàåò ÷èñëî ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû íà åäèíèöó. Åñëè äàííûå èñïîëüçóþò-
ñÿ òàêæå äëÿ îöåíêè t ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ñòàòèñòè÷åñêè
íåçàâèñèìûìè îñòàåòñÿ

ν = k − 1− t (82)
ïàðàìåòðîâ, ÷òî è îïðåäåëÿåò ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â χ2 - ðàñïðå-
äåëåíèè.

Ïëîùàäü ïîä êðèâîé χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ν ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
îò íóëÿ äî âû÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ u îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü íåâåð-
íîñòè ãèïîòåçû. Åñëè u âåëèêî, âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ ãèïîòåçû
îêàçûâàåòñÿ âûñîêîé.
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16 Ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
Ñòàòèñòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå (ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî) ïðèìåíÿåòñÿ â
çàäà÷àõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ãäå ïðîñòûå, èçíà÷àëüíûå ñîáûòèÿ ìî-
äåëèðóþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî, íî âåðîÿòíîñòè íåêîòîðûõ ñëîæíûõ
ñîáûòèé, îïðåäåëÿåìûõ ïðîñòûìè, âû÷èñëèòü íåâîçìîæíî èëè î÷åíü
ñëîæíî. Ïðîâîäèòñÿ ìíîãîêðàòíàÿ ñëó÷àéíàÿ ðåàëèçàöèÿ èñõîäíûõ
ñîáûòèé ñ çàäàííûìè âåðîÿòíîñòÿìè, à çàòåì íà îñíîâàíèè çàêîíîâ
ôèçèêè èç íèõ âûâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå ñëîæíûå ñîáûòèÿ.

16.1 Äàò÷èêè ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èñõîäíûõ ñîáûòèé íóæíû äàò÷èêè ñëó÷àéíûõ

÷èñåë ñ çàäàííûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Â ïàêåòå Mathematica èìåþòñÿ
ñëåäóþùèå ôóíêöèè äëÿ ãåíåðàöèè íåïðåðûâíûõ èëè öåëûõ ñëó-
÷àéíûõ ÷èñåë:

• Random[ ] � âûäàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî îò 0 äî 1 ñ ðàâíîìåðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì.

• Random[Integer] � âûäàåò 0 èëè 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2.
• Random[Integer,10] � ðàâíîâåðîÿòíî âûäàåò ñëó÷àéíûå öåëûå
÷èñëà îò 0 äî 10.

• Random[Integer,{1,100}] � ðàâíîâåðîÿòíî âûäàåò ñëó÷àéíûå öå-
ëûå ÷èñëà îò 1 äî 100.

• Random[Real,{0,10}] � ðàâíîâåðîÿòíî âûäàåò ñëó÷àéíûå âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà îò 0 äî 10.

16.2 Ìîäåëèðîâàíèå ïåðâîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû
Ìîäóëü íà Ìàòåìàòèêå:
first[p_, n_] := Module[{s, z},

s = 0; Do[z = Random[]; If[z < p, s++], {i, n}];

s/n // N]

ïîçâîëÿåò ïðè çàäàííîé âåðîÿòíîñòè p è ÷èñëå ðåàëèçàöèé n ïîëó-
÷àòü ñðåäíåå è ñðàâíèâàòü åãî çíà÷åíèå ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ.



62 16 ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ

16.3 Ìîäåëèðîâàíèå multistep-ðàñïðåäåëåíèÿ
Íà ïðèìåðàõ step è multistep-ðàñïðåäåëåíèÿ (24) ìû ðàññìîòðèì
ïðîöåäóðó ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âûáîðêè ñ çàäàííûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé. Ïóñòü çàäàíû çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé p è
q. Ìîäåëèðîâàíèå n øàãîâ ñî ñëó÷àéíûìè çíà÷åíèÿìè (-1, 0, +1),
ñ âåðîÿòíîñòÿìè (q, 1 − p − q, p) ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî ïîñòðîèòü
ñëåäóþùèì ìîäóëåì:
nstep[p_, q_, n_] := Module[{x, z, s}, s = 0;

Do[x = Random[]; If[x < p + q, If[x < q, s--, s++]], {i, n}];

s]

Ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü ñåðèþ òàêèõ ñäâèãîâ èç m ýêçåìïëÿðîâ:
nmstep[p_, q_, n_, m_] :=

Module[{s, ms, DD}, ll = {};

Do[AppendTo[ll, step[p, q, n]], {i, m}];

s = Sum[ll[[i]], {i, m}]; ms = s/m;

DD = Sum[(ll[[i]] - ms)^2, {i, m}];

{ll, {ms, DD/m}}//N

]

Â ìîäóëå òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ ñðåäíåå çíà÷åíèå (ms) è ñóììàðíûé
êâàäðàò îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåãî (DD).

16.4 Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ìåòîäîìÌîíòå-Êàðëî
Åñëè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Random[] âûáðàñûâàòü ïàðû ÷èñåë è ïðè-
äàâàòü èì ñìûñë êîîðäèíàò (x, y) òî÷êè íà ïëîñêîñòè, òî ïðè ìíî-
ãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè òî÷êè äîñòàòî÷íî ðàâíîìåðíî çàïîëíÿò íà
ïëîñêîñòè êâàäðàò, îò 0 äî 1 âäîëü îñè x è òàê æå âäîëü îñè y (ðàâ-
íîìåðíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êà÷åñòâîì äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë).

Åñëè â ýòîì êâàäðàòå ïðîâåäåíà íåêîòîðàÿ êðèâàÿ, òî îòíîøåíèå
÷èñëà òî÷åê ïîä êðèâîé (m) ê îáùåìó ÷èñëó òî÷åê (n) ïðèáëèçèòåëü-
íî ðàâíÿåòñÿ îòíîøåíèþ ïëîùàäè ïîä êðèâîé, ê ïëîùàäè êâàäðàòà
(1), òî åñòü ðàâíÿåòñÿ

1∫
0

y(x) dx ≈ m

n
.
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Åñëè èíòåãðàë íóæíî âû÷èñëèòü íà èíòåðâàëå (a, b), òî êîîðäè-
íàòà x ñâÿçûâàåòñÿ ñî ñëó÷àéíûì ÷èñëîì ξ â èíòåðâàëå îò íóëÿ äî
åäèíèöû x = a + (b− a) ξ è

b∫
a

y(x) dx ≈ (b− a)
m

n
.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïëîùàäü ïîä ÷åòâåðòüþ îêðóæíîñòè â
ïåðâîì êâàäðàíòå ñ óðàâíåíèåì x2 +y2 = 1. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè åäè-
íèöà è ïëîùàäü äîëæíà ðàâíÿòüñÿ π/4. Âû÷èñëÿÿ ìåòîäîì Ìîíòå-
Êàðëî ïëîùàäü ïîä ýòîé êðèâîé (ó÷åòâåðèâ åå) ìîæíî ïðèáëèçè-
òåëüíî âû÷èñëèòü ÷èñëî π:

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

m

k

Ìîäóëü òàêîãî ðàñ÷åòà íà Mathematic'å ïðèâåäåí íèæå:
pi[n_] := Module[{x, y, s}, s = 0;

Do[x = Random[ ]; y = Random[ ];

If[x^2 + y^2 < 1, s++], {i, n}];

4s/n // N

]

Ðàçíûå ðåàëèçàöèè äàþò ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ÷èñ-
ëà π.

Ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñåðèþ âû÷èñëåíèé ñ âû÷èñëåíèåì ñòàòèñòè-
÷åñêîãî ñðåäíåãî s è ñðåäíåãî êâàäðàòè÷íîãî ðàçáðîñà DD:
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npi[n_, m_] :=

Module[{ll, s, DD}, ll = {};

Do[AppendTo[ll, pi[n]], {i, m}];

s =Sum[ll[[i]], {i, m}]/ m;

DD = Sum[(ll[[i]] - s)^2, {i, m}]/m;

{ll, {s, DD}}]

Ðàáîòà ñ ýòèì ìîäóëåì ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì n (100,
1000, 10000) ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé ðàçáðîñ óìåíüøàåòñÿ.

Ïðèâåäåì åùå ìîäóëü âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
π
2∫

0

sinx dx = 1.

si[n_] := Module[{x, y, s}, s = 0;

Do[x = Random[ ]; y = Random[ ];

If[y < Sin[\[Pi] x], s++], {i, n}];

\[Pi] s/n/2 // N

]

Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñåðèþ òàêèõ
èñïûòàíèé ñ âû÷èñëåíèåì ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî
ðàçáðîñà:
nsi[n_, m_] :=

Module[{ll, s, DD}, ll = {};

Do[AppendTo[ll, si[n]], {i, m}];

s=Sum[ll[[i]], {i, m}]/m;

DD=Sum[(ll[[i]] - s)^2, {i,m}]/m;

{ll, {s, DD}}]

Ôóíêöèÿ äëÿ èíòåãðèðîâàíè ìîæåò áûòü çàäàíà è íåàíàëèòè÷å-
ñêè. Äîëæåí áûòü çàäàí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè
ïîä êðèâîé.
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16.5 Ïàêåò ðàñøèðåíèÿ �Ñòàòèñòèêà�
×òîáû ñäåëàòü äîñòóïíûì íóæíîå ðàñïðåäåëåíèå, íåîáõîäèìî ïîä-
êëþ÷èòü ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçäåë ïàêåòà:

< <Statistics`DiscreteDistributions`
äëÿ BinomialDistribution[n,p], PoissonDistribution[mu] è äð.,

< <Statistics`ContinuousDistributions`
äëÿ γ-, β-ðàñïðåäåëåíèé è äðóãèõ

< <Statistics`NormalDistribution`
äëÿ íîðìàëüíîãî, Ñòüþäåíòà, χ2, F-ðàñïðåäåëåíèÿ Ôèøåðà.

Ïîñëå ïîäêëþ÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàêåòà äëÿ îáúÿâëåííûõ
â íåì ðàñïðåäåëåíèé ñòàíîâÿòñÿ äîñòóïíûìè ñëåäóþùèå ôóíêöèè,
ãäå dist � ïåðåìåííàÿ ñ ïðèñâîåííûì åé ðàñïðåäåëåíèåì, íàïðèìåð,

pu5=PoissonDistribution[5] � ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ µ = 5:
PDF[dist,x ] ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè êàê ôóíêöèÿ x

CDF[dist,x ] èíòåãðàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü êàê ôóíêöèÿ x

Quantile[dist,q ] êâàíòèëü, îòñåêàþùèé ïëîùàäü q

Domain[dist ] îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé
Mean[dist ] ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
Variance[dist ] äèñïåðñèÿ
StandardDeviation[dist ] ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå
ExpectedValue[f,dist,x ] ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè x

Random[dist ] ïñåâäîñëó÷àéíîå ÷èñëî ñ ðàñïðåäåëåíèåì dist
RandomArray[dist,n ] ãåíåðèðóåò ìàññèâ èç n ïñåâäîñëó÷àéíûõ

÷èñåë ñ ðàñïðåäåëåíèåì dist
Íàïðèìåð, äëÿ ãåíåðàöèè 12 ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ îáúÿâëåííûì âû-

øå ðàñïðåäåëåíèåì pu5 íóæíî âûïîëíèòü RandomArray[pu5, 12].
Îáðàáîòêà ìàññèâîâ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ, ðàç-

áðîñà è ïð.) ñòàíîâèòñÿ äîñòóïíîé ïîñëå çàïóñêà ïàêåòà
< <Statistics`DescriptiveStatistics`
Help è ïðèìåðû â ðàçäåëå Help: Add-Ons/Standard Packages/Statistics.
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×àñòü III

Çàäàíèÿ

17 Çàäàíèÿ

17.1 Ðàñïðåäåëåíèÿ
Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå

• äèñêðåòíîå: áèíîìèàëüíîå, Ïóàññîíà, Ïàñêàëÿ;
• íåïðåðûâíîå: íîðìàëüíîå, β-ðàñïðåäåëåíèå, Γ-ðàñïðåäåëåíèå,
Ìàêñâåëëà, Ðåëåÿ, χ2

1. âûáðàòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ;
2. ïîñòðîèòü ãðàôèê;
3. íà ãðàôèêå óêàçàòü: öåíòð è íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå �

âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìè, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � æèðíîé
òî÷êîé, à ñòàíäàðòíûé èíòåðâàë < x > ±σ; σ =

√
Dx óêàçàòü

îòðåçêàìè ãîðèçîíòàëüíûõ ëèíèé äëèíîé σ âëåâî è âïðàâî îò
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

17.2 Ñåìèèíâàðèàíòû
Âû÷èñëèòü ðàçëîæåíèåì â ðÿä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ñåìèèíâàðè-
àíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ, àñèììåòðèþ, ýêñöåññ
äëÿ ðàñïðåäåëåíèòé (îñíîâíîãî íàáîðà):

áèíîìèàëüíîãî, Ïóàññîíà, Ïàñêàëÿ, nstep, β-ðàñïðåäåëåíèÿ, Γ-
ðàñïðåäåëåíèÿ, Ìàêñâåëëà, Ðåëåÿ, χ2.

17.3 Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà
• Çàïèñàòü ÿâíóþ ôîðìóëó ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ m = 5
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
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• Ïîñòðîèòü ýòî ðàñïðåäåëåíèå â ñðàâíåíèè ñî ñòàíäàðòíûì íîð-
ìàëüíûì (íà îäíîì ãðàôèêå) (−3 < x < 3).

• Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì óáåäèòüñÿ â íîðìèðîâêå ýòîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñîçäàòü ôóíêöèþ ñ ôîðìàëüíûì ïàðàìåòðîì
m

B[m_] :=

∞∫
−∞

dx(
1 + x2

m

)m+1
2

.

Âû÷èñëèòü B[m] ïðè m = 1, 3, 5, 7.
Ïîñòðîèòü ðÿä îòíîøåíèé B[m + 2]/B[m].
Âû÷èñëèòü B[m] ïðè m = 2, 4, 6.
Ïîñòðîèòü ðÿä îòíîøåíèé B[m + 2]/B[m].
Óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîãëàñîâàíû ñ îïðåäåëåíèåì
íîðìèðîâàííîé ôóíêöèè (47) íà ñòðàíèöå 35.

17.4 Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé
Äëÿ îäíîãî èç ðàñïðåäåëåíèé îñíîâíîãî íàáîðà (ñòð. 66) ñìîäåëè-
ðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïîä÷èíÿþùèõñÿ
ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ, è çàïèñàòü â ôàéë.

Ïî êðèòåðèþ ñîãëàñèÿ χ2 ïðîâåðèòü ñîîòâåòñòâèå ïîëó÷åííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè çàäàííîìó ðàñïðåäåëåíèþ.

17.5 Ñòàòèñòèêà ïàðàìåòðîâ
Ïðî÷èòàòü èç ôàéëà (ñôîðìèðîâàííîãî ïî ïðåäûäóùåìó ïóíêòó äðó-
ãèì ñòóäåíòîì) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n ñëó÷àéíûõ ÷èñåë. Çíàÿ ðàñïðå-
äåëåíèå ïîñòðîèòü ñòàòèñòèêó ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.

17.6 Êðèòåðèè çíà÷èìîñòè
Ñãåíåðèðîâàòü äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îäèíàêîâîé äèñïåðñèåé. Ïî êðèòåðèþ Ñòüþ-
äåíòà îïðåäåëèòü ðàçëè÷èå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé, îöåíåííûõ
ïî ýòèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì.
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17.7 Ðåãðåññèÿ
Ñãåíåðèðîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê íà ïëîñêîñòè ñ ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòüþ y = a + b x è øóìîì, äîáàâëÿåìûì â âèäå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû k (1− 2 Random[]), ïðèíèìàþùåé ðàâíîâåðîÿòíî çíà÷åíèÿ
îò −k äî +k, ãäå k � àìïëèòóäà øóìà.

Ïî ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïîñòðî-
èòü ðåãðåññèîííóþ ïðÿìóþ, îöåíèòü èíòåíñèâíîñòü øóìà è ïîñòðî-
èòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë çàäàííîé íàäåæíîñòè.

17.8 Èíòåãðèðîâàíèå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî
Âû÷èñëèòü ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî çàäàííûå îïðåäåëåííûå èíòåãðà-
ëû.
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