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Введение

Учебный курс “Основы радиоэлектроники” является одним из базовых
курсов радиотехнического цикла по специальностям “Радиофизика” и
“Информационные системы”.

Курс имеет целью научить студентов методам представления сигналов,
методам математического описания радиотехнических цепей и основам теории
преобразования сигналов в радиотехнических устройствах. Как следствие -
подготовить студентов к практическому применению полученных знаний при
исследовании радиотехнических устройств и измерительных систем, а также при
использовании радиотехнических методов исследований в экспериментальной
радиофизике и в информационных системах.

Изучение курса включает освоение следующих основных направлений:
• основные положения методов представления сигналов и математического

описания линейных цепей с постоянными и переменными параметрами, а также
нелинейных цепей;

• вопросы преобразования сигналов линейными, параметрическими и
нелинейными цепями (фильтрация, усиление, детектирование, преобразование
частоты, модуляция, генерация);

• принципы действия типовых радиотехнических каскадов (усилитель,
детектор, преобразователь частоты, генератор, модулятор).

Курс опирается на материалы курсов общей физики (электричество,
колебания и волны, атомная физика), математики (ряды, дифференцирование,
интегрирование, функции комплексного переменного, векторный анализ,
дифференциальные уравнения).

В процессе изучения курса студенты должны освоить:
• временное и спектральное представление сигналов;
• математическое описание линейных, параметрических и нелинейных цепей;
• процессы преобразования сигналов в радиотехнических цепях;
• применение изученных методов и устройств при дальнейшем обучении.
В целом такая подготовка по физическим основам радиотехники необходима,

т.к. в настоящее время радиоэлектроника во многом определяет технический
прогресс в большинстве областей науки и техники. Так, знания радиоэлектроники
необходимы для исследования сигналов и систем передачи информации.
Например, для изучения радиотехнического канала передачи информации на
расстоянии (рис.1.1), а также оптического и акустического каналов.
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Рис.1.1
Без знаний радиоэлектроники практически невозможна разработка

измерительной аппаратуры, используемой в радиофизических измерениях.
На рис. 1.2 показана типовая структура прибора, предназначенного для

радиофизических измерений.

Рис. 1.2
Таким образом, радиоэлектроника является базовой в таких областях, как:
 экспериментальная радиофизика;
 радиофизические методы в биологии, медицине и экологии;
 радиофизические методы в технике;
 оборонные радиотехнические системы;
 системы радиосвязи и телеуправления.

I. Введение в теорию радиотехнических сигналов

1. Классификация радиотехнических сигналов

a) С информационной точки зрения:
- детерминированный – сигнал, мгновенное значение которого в любой

момент времени можно предсказать с вероятностью 1.
Строго говоря, таких сигналов не существует из-за неизбежного

взаимодействия их с радиотехническими системами, окружающей средой,
помехами, шумами и т.д.;
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Рис. 1.3

- случайные – мгновенные значения которых заранее не известны и
могут быть предсказаны лишь с некоторой вероятностью, меньшей 1
(примеры: радиолокационный сигнал, радиоастрономический сигнал,
акустический сигнал, ...).

Рис. 1.4

б) По характеру их изменений во времени;
- непрерывные во времени и произвольные по величине (аналоговые или

континуальные).

Рис. 1.5

Такие сигналы можно толковать как электрическую модель физической
величины:

- дискретные во времени и произвольные по величине;

Рис. 1.6

- непрерывные во времени и квантованные по величине;

Рис. 1.7

- дискретные по времени и квантованные по величине;

Рис. 1.8
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в) По времени существования сигнала:
- непрерывные;

Рис. 1.9

- импульсные (видеоимпульсные, радиоимпульсные).

Рис. 1.10

г) По функции, описывающей сигнал:
- вещественные y=a(t);
- комплексные y=a(t)+ib(t)=z(t) e jt.

2. Спектральное представление сигналов

Очень часто математическое описание даже несложных по структуре
детерминированных сигналов является весьма трудной задачей. Поэтому в
радиоэлектронике используется прием, при котором реальные, сложные по
структуре и форме сигналы заменяют набором идеализированных
математических моделей, описываемых элементарными функциями.

Подобным образом можно упростить и обратную задачу – синтез сложных
сигналов из совокупности простых.

Наиболее удобным способом описания исследуемого сигнала является его
аналитическое представление с помощью системы некоторых взаимосвязанных
элементарных функций времени. Представление сигнала элементарными
функциями существенно упрощается, если выбрана ортонормированная система
базисных функций.

2.1. Ортогональные сигналы

Пусть       tUtUtUM n


,...,, 21 - множество сигналов, представленных
совокупностью векторов в пространстве сигналов.

Линейное пространство сигналов M является нормированным, если каждому
вектору   MtU 


однозначно сопоставлено число U


- норма этого вектора,

которая равна длине вектора.

Огибающая

t
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Аксиомы

1) Норма неотрицательна, т.е. 0U


или 0U


, если 0U


.

2) UU

  - для любого числа .

3) Если  tU1


и  tU 2


- два вектора из M пространства, то

2121 UUUU


 .

Рис. 2.1
Сигнал может меняться во времени по амплитуде (т.е. меняется длина

вектора) и по фазе (т.е. меняется угол). Следовательно, для определения нормы
надо интегрировать по времени, а так как U(t) может быть и положительным, и
отрицательным, то надо интегрировать U2.

В радиотехнике для вещественного сигнала

 



 dttUU 2

, (2.1)

для комплексного

   



 dttUtUU 


. (2.2)

Квадрат нормы – энергия сигнала
 




 dttUUE 22 . (2.3)

Отметим, что в общем случае энергия суммы двух сигналов U и V
  








 UVdtEEdtVUE VU 22 , где UVEUVdt 




2 - взаимная

энергия. То есть в отличие от самих сигналов их энергия не аддитивна, энергия
суммарного сигнала содержит в себе так называемую взаимную энергию EUV.

Два сигнала U и V называются ортогональными, если их скалярное
произведение

      0 



dttVtUUV , (2.4)

а значит и их взаимная энергия равна нулю.
Пример:

Рис. 2.2
Отметим некоторые свойства, характерные для скалярного произведения:
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- косинус угла между сигналами
 
VU
VU







,cos ,

- неравенство Коши – Буняковского
  VUVU


, , (2.5)

т.е. косинус угла между векторами в пространстве сигналов не превышает
единицы, т.к. угол между сигналами должен лежать в интервале (0,180).

2.2. Обобщенный ряд Фурье

Предположим теперь, что на отрезке времени [t1, t2] в пространстве M,
конечном или бесконечном, задана бесконечная система функций

{l0, l1 ,..., ln}, ортогональных друг другу и обладающих единичной нормой,
т.е. скалярное произведение:

 








.,0
;,1
jiесли
jiесли

ll ji (2.6)

Говорят, что при этом в пространстве сигналов задан ортонормированный
базис.

Тогда можно разложить произвольный сигнал   MtU  в ряд

   





0i

ii tlCtU , (2.7)

обобщенный ряд Фурье сигнала U(t) в выбранном базисе.
Как найти коэффициенты ряда?
Возьмем базисную функцию lk с произвольным номером k, умножим на нее

обе части равенства (2.7) и затем проинтегрируем по времени:

     





0

2

1

2

1 i

t

t
kii

t

t
k dtllCdttltU .

В виду ортогональности базиса 1
2

1


t

t
ki dtll , если i=k, см. (2.6), следовательно,

   
2

1

t

t
kk dttltUC . (2.8)

Важно то что, вместо того, чтобы изучать функцию в несчетном множестве
точек, мы характеризуем ее счетной системой коэффициентов Ck.

Совокупность коэффициентов Ck называется спектром сигнала U(t) в
ортогональной системе lk и полностью определяет сигнал U(t).

Важное свойство: При заданной системе функций li и фиксированном числе
слагаемых ряда (2.7) он обеспечивает наилучшую аппроксимацию (в смысле
минимума среднеквадратичной ошибки) данной функции U(t).

Одной из наиболее важных систем взаимно ортогональных функций является
система гармонических функций на отрезке [0;T].
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T
l 1
0  ;

t
TT

t
T

l 11 sin22sin2 
 ;

t
TT

t
T

l 12 cos22cos2 
 ;

…............................................. (2.9)

mt
TT

mt
T

l m 112 sin22sin2 
 ;

mt
TT

mt
T

l m 12 cos22cos2 
 ;

T
 

1 .

Рис. 2.3

Важность системы гармонических функций для радиотехники обусловлена
рядом причин:

- инвариантность относительно преобразований линейными
электрическими цепями;
- простота генерации;
- позволяет использовать символический метод анализа систем;
- собственные функции резонансных систем.

2.3. Периодические сигналы и ряды Фурье

Периодическим сигналом называется любой сигнал, повторяющийся через
регулярные интервалы времени (рис. 2.4) и удовлетворяющий условию (2.10).

Рис. 2.4

    ,...3,2,1,  nnTtUtU (2.10)
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Итак, на отрезке 





2
;
2
TT зададим ортонормированный базис (2.9),

образованный гармоническими функциями с кратными частотами.
Любая функция из этого базиса удовлетворяет условию периодичности

(2.10), поэтому, выполнив ортогональное разложение сигнала U(t)

   





0n

nn tlCtU (2.11)

в этом базисе, вычислим, в соответствии с (2.7), коэффициенты Cn

      2

2

,
T

T nnn dttltUlUC , (2.12)

получим, в соответствии с (2.7), разложение U(t).
Ряд вида (2.11) с коэффициентами (2.12) называется рядом Фурье

периодического сигнала.

2.3.1. Тригонометрическая форма ряда Фурье

Введем основную частоту
T
 2

1  последовательности, образующей

периодический сигнал. Вычисляя коэффициенты разложения по формуле (2.12) с
учетом (2.9), получим:

    
 2

2

2

2
0

11 T

T

T

T dttU
T

dt
T

tUC ;

    
 2

2
1

2

2
11 sin2sin2

T

T

T

T tdttU
T

tdt
T

tUC  ; (2.13)

  2

2
12 cos2 T

T tdttU
T

C  и т.д.

Отсюда: подставив в (2.11) коэффициенты (2.13) и (2.9), имеем:

      














  

t
T

tdttU
TT

dttU
T

tU
T

T

T

T 11
2

2

2

2
sin2sin211 

  







  ...cos2cos2

11
2

2
t

T
tdttU

T
T

T


    





  

ttdttU
T

dttU
T

T

T

T

T 11
2

2

2

2
sinsin21 

  ...coscos2
11

2

2







  ttdttU
T
T

T


Введем обозначения

  2

2
0
2 T

T dttU
T

a ;
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  2

2
1cos2 T

Tn tdtntU
T

a  ; (2.14)

  2

2
1sin2 T

Tn tdtntU
T

b  .

Из полученного выше выражения для ряда Фурье имеем

   





1

11
0 sincos
2 n

nn tnbtna
a

tU  . (2.15)

Итак:
1) В общем случае сложный периодический сигнал может иметь постоянную

составляющую и бесконечный набор гармонических колебаний с частотами
i = i1.

Рис.2.5
Отметим, чем больше составляющих i1, тем ближе сумма составляющих к

истинному сигналу (см. рис. 2.5).
2) Четный сигнал имеет только косинусоидальные слагаемые (т.к. bn

обращаются в ноль), нечетный — только синусоидальные (т.к. an обращаются в
ноль).

Каждую гармоническую составляющую можно описать ее амплитудой An и
начальной фазой n, т.е. спектр периодического сигнала линейчатый (см. рис. 2.6).

nnn Aa  cos , nnn Ab  sin ,

где 22
nnn baA  ,

n

n
n a

barctg .

Тогда

   





1

1
0 cos
2 n

nn tnA
a

tU  . (2.16)

Рис. 2.6
1



An

1


n

1 2 3 4 1 2 3 4

Амплитудный спектр Фазовый спектр

0 0

t

x

T/2-T/2 0
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2.3.2. Комплексная форма ряда Фурье

Спектральное разложение периодического сигнала можно выполнить,
используя систему базисных функций, состоящую из экспонент с мнимыми
показателями:

    ...,2,1,0,exp 1 






 
 n

T
tjnln (2.17)

Действительно, функции этой системы периодичны с периодом T

ортонормированны на отрезке времени 





2
,
2
TT .

Доказательство ортонормированности

           
 2

2

2

2
11

* expexp1,
T

T

T

Tnmnm dttjntjm
T

dttltlll

    2

2
1exp1 T

T dttnmj
T

;

сделаем замену переменных:

xt 1 ,
1


xt , так как

T



2

1 , то



2
xTt , dxTdt



2

при  xTt ,
2

, при  xTt ,
2

, получим

   











 





nm
nm

dxell xnmj
nm при0

при1
2
1, .

Ряд Фурье (2.11) произвольного периодического сигнала в данном случае
принимает вид:

   





n

nn tlCtU , или с учетом (2.17)

  





n

tjn
neCT

tU 1
1  .

Найдем коэффициенты разложения Cn. Для этого левую и правую часть

домножим на
T

e tjk 1

и возьмем интеграл 
2

2

T

T . Получим

 



2

2

1
1

T

T

tjn
n dtetU

T
C  .

Обычно используют несколько иную запись:
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2

2

1

1

1
T

T

tjn
n

n

tjn
n

dtetU
T

C

eCtU









. (2.18)

Выражения (2.18) представляют ряд Фурье в комплексной форме. Спектр
сигнала в соответствии с этими выражениями содержит компоненты на
положительной и отрицательной полуоси, причем

*
nn CC  . (2.19)

При переходе к тригонометрической форме записи получим

   





1

10 cos2
n

nn tnCCtU  (2.20)

Из сравнения (2.16) и (2.20) видно, что

 



2

2

1cos22,2

T

T
cnnnn dttntU
T

CaCA  ,

 



2

2

1sin22

T

T
snn dttntU
T

Cb  .

После перехода к тригонометрической форме понятие “отрицательная”
частота теряет смысл, т.к. это понятие не физическое, а
математическое, вытекающее из способа представления
комплексных чисел. Положительной частоте соответствует
вектор, вращающийся против часовой стрелки, а отрицательной
частоте — вектор, вращающийся по часовой стрелке.

2.4. Спектральное представление непериодических сигналов

Пусть U(t) одиночный импульс конечной длительности. Создадим
периодическую последовательность с периодом T и представим ее комплексным
рядом Фурье (см.2.18).

Рис. 2.7

Re

Im
+

-
0

t

U

t

Uпер

T00

Сn

12-2 -1 0 1
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n

tjn
nпер eCtU 1 , (2.21)

где

 



2

2

1
1
T

T

tjn
n dtetU
T

C  . (2.22)

Для того, чтобы перейти к спектральному представлению единичного
импульса, устремим T.

Из (2.22) видно, что при T получаем:
- бесконечно-малые амплитудные коэффициенты Cn (из-за наличия T в

знаменателе);
- частоты соседних гармоник n1 и (n+1)1 становятся сколь угодно

близкими (т.к.
T
 2

1  );

- число гармоник, входящих в ряд Фурье, становится бесконечно

большим, т.к. при T, основная частота 02
1 
T
 , т.е. спектр становится

сплошным.
Подставив (2.22) в (2.21), получим:

   



2
1

2

2

11 tjn

n

T

T

xjn edxexUtU  























  ,

т.к. T, то 02
1 
T
 , поэтому в этом выражении можно заменить

1d; n1;  . Таким образом, переходим к двойному интегралу
Фурье:

    

















 


 ddxexUetU xjtj 
2
1 .

Здесь обозначим     SdxexU xj  






или

   




 dtetUS tj  (2.23).

 S - спектральная плотность сигнала  tU или прямое преобразование
Фурье, или Фурье-образ сигнала.

Отсюда:
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    .
2
1





 


 deStU tj (2.24)

Это обратное преобразование Фурье.

Физический смысл  S
Спектральная плотность – это отношение комплексной амплитуды малого

интервала частот вблизи частоты, равной f0, к длине этого интервала. Причем
вклад дают как положительные, так и отрицательные частоты, образующие
окрестность f0.

Спектральная плотность — комплекснозначная функция частоты,
одновременно несущая информацию об амплитуде и о фазе элементарных
синусоид.

Таким образом, из (2.23) и (2.24) следует, что один и тот же сигнал допускает
две совершенно равноправные математические модели — временную и
частотную.

Условия существования  S - это абсолютная интегрируемость сигнала, т.е.

  




dttU . (2.25)

Можно записать            jeSjBAS  , где:

   




 dtttUA  cos ;

   




 dtttUB  sin .

Тогда амплитудно-частотная характеристика (АЧХ) сигнала –
      22 BAS  ;

Фазо-частотная характеристика (ФЧХ) сигнала -    
 

A
Barctg .
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2.4.1. Основные свойства преобразований Фурье

Итак, между сигналом  tU и его спектральной плотностью  S существует
однозначное соответствие, устанавливаемое соотношениями (2.23) и (2.24). Для
практических целей важна связь между различными преобразованиями сигнала и
соответствующими изменениями спектра. Рассмотрим основные из этих
преобразований.

1) Сложение сигналов.
Если

       tUtUtUtU n
  ...21 ,

то
        nSSSS  ...21 , (2.26)

т.е. преобразование Фурье линейно.
Пример: сигнал+помеха

2) Сдвиг сигналов во времени (теорема запаздывания).
   012 ttUtU   .

     




 dtettUS tj
012



обозначим  ddttt  ,0

      




 11
00 SedeU tjtj  ;

    
12

0 SeS tj  (2.27)

Отсюда видно, что АЧХ сигнала остается постоянной, но меняется его
фазовая характеристика.

Пример: фильтрация РЛС сигналов.

3) Изменение масштаба времени.
   ntUtU 12

  ,
n>1 – сжатие сигнала,
n<1 – расширение сигнала

     





 
n

tj
n

tj
uu

dtentUdtetUS
/

0
1

/

0
22 .

После замены переменных
n
ddtnt 
 , отсюда имеем

U1

t

U2

t
t0

Рис.2.8

0

0

U1

tиU2

tи/n
Рис.2.9

0

0
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 n
S
n

deU
n

S n
ju

1
0
12
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n

S
n

S 12
1  , (2.28)

т.е при сжатии сигнала в n раз на временной оси во столько же раз расширяется
его спектр и уменьшается интенсивность спектральной плотности.

Из этого свойства и примеров по определению спектральных плотностей
импульсов видно, что чем меньше длительность сигнала, тем шире его спектр.

Для установления количественных соотношений между указанными
параметрами необходимо определиться с понятием длительности сигнала и
ширины его спектра. В большинстве случаев выбор произвольный.

Например:
- для прямоугольного импульса ширина спектра принимается как

основание главного лепестка 1ивf ;
- для колоколообразного импульса ширина берется на уровне 0,606 от

максимального значения;
- можно также использовать энергетический критерий (например 90%

энергии и т.д.). В результате constf ив  и зависит от формы импульса.
Минимальная 5,0ивf у колоколообразного (гауссового) импульса.

Пример: спектральный анализ с временной компрессией.

4) Произведение двух сигналов.
     tgtftU  ,

где

   




 


 deFtf tj
2
1 ,

   




 


 deGtg tj
2
1 .

Найдем прямое преобразование Фурье:

           

          ,
2
1

2
1

2
1

dxxFxGdxdtetfxG

dtedxexGtfdtetgtfdtetUS

txj

tjjxttjtj




























 

  





































т.е.

     dxxFxGS 


 





2
1 (2.29)

- свертка спектров сомножителей.
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Примеры: преобразование частоты; исследование флуктуаций; получение
спектра радиоимпульса как произведение синусоидального сигнала sin t на
прямоугольный импульс.

5) Спектральная плотность производной сигнала и его интеграла.

 
dt
dUtf  ,

  dte
dt
dUF tj





 .

Интегрируя по частям    dtVUUVVdtU , получим

      dtetUjetUF tjtj 








  .

Если выполняется условие   0lim 

tU

t
, то

    SjF  , (2.30)

где 2



j
ej (т.к. по формуле Эйлера jje

j

2

sin
2

cos2 

);

      jeSS  ,  S - амплитудный спектр и () – фазовый спектр
исходного сигнала U(t), или

   
  



 


 2

j
eSF  , (2.31)

т.е. изменится амплитудный спектр, а фазовый спектр меняется на
2
 на всех

частотах.

Рис. 2.10
Причем дифференцирование поднимает верхние частоты и занижает низкие

частоты.
Аналогично можно найти спектр интеграла     dttUtg .

Представив  
dt
dgtU  , следовательно,     GjS  , отсюда

   


 S
j

G  1     



 






 2
j
eS (2.32)

 S
 FS  ,  F

Если


0
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Рис. 2.11

6) Теорема Парсеваля.

Известно, что энергия колебания на единичном сопротивлении  




 dttUE 2 .

Найдем соотношение, позволяющее определить энергию колебания U(t)
посредством использования его спектра. Для этого воспользуемся прямым
преобразованием Фурье

   




 


 deStU tj
2
1 .

Умножим обе части данного равенства на U(t) и проинтегрируем в
бесконечных пределах

      










  














ddtetUSdttU tj
2
12 ,

но

   




 *SdtetU tj  ,

таким образом      














 dSdSSE
2*

2
1

2
1  .

Т.к. квадрат модуля есть четная функция , то, удвоив значение интеграла,
можно проводить интегрирование в пределах 0 — .

   








0

22 1 dSdttUE  (2.33)

Из этого соотношения следует, что на бесконечно малый участок частот d

приходится энергия
 





 ddEd
S

E
2

,

  2S — энергетический спектр сигнала.

Величина
 





2
S

dE


— спектральная плотность энергии колебания U(t).

Полная энергия сигнала равна сумме энергий всех его частотных
составляющих.

Пример - спектральный анализатор.

 S
SG  ,  G


0
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7) Обобщенная формула Рэлея.

Пусть два сигнала U(t) и V(t) (в общем случае комплексные) определены
своими обратными преобразованиями Фурье:

   




 


 deStV tj
v


2
1 ;    





 


 deStV tj
v
**

2
1 ,

   




 


 deStU tj
u


2
1 .

Найдем скалярное произведение

          

    









ddtetUS

dtdeStUdttVtUVU

tj
v

tj
v

 





































*

**

2
1

2
1,

Отсюда        vuvu SSdSSVU 



 2

1
2
1, *







Итак,

   vuSSVU 



2
1, — Формула Рэлея (2.34)

Скалярное произведение двух сигналов с точностью до коэффициента
2

1

равно скалярному произведению их спектральных плотностей.
Пример - ортогональность неперекрывающихся по спектру сигналов.

2.4.2 Спектральная плотность некоторых неинтегрируемых сигналов

Математические модели многих сигналов не удовлетворяют условию
абсолютной интегрируемости (2.25) и поэтому метод преобразований Фурье в
обычном виде к ним не применим. Однако можно говорить о спектральных
плотностях таких сигналов, если допустить, что эти плотности описываются
обобщенными функциями.

1) Спектральная плотность  функции.

   








0

0
0 ,0

,
tt
tt

tttU

Рис. 2.12

E=1/u

U U

t
t-u/2 t+u/2t00
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  0
0

tjtj edtettS ,

  01 tjeS  , (2.35)
  1S . (см. рис. 2.13)

По свойству преобразования Фурье о смещенном
во времени сигнале можно представить -функцию:

   




 


 deSt tj

2
1 или   





 


 det tj

2
1 .

Рис. 2.13

Качественно можно эту формулу обосновать следующим образом:
воспользуемся формулой Эйлера

tjte tj  sincos .
Мы можем представить приведенный выше интеграл в виде суммы большого

числа синусоид и косинусоид различных частот.

a) б)
Рис. 2.14

Как видно из рисунка 2.14-б, в любой момент времени t, отличный от t=0,
число положительных составляющих sin t будет равно числу отрицательных
составляющих и, следовательно, их вклады могут привести к разрушительной
интерференции или полной взаимной компенсации. При t=0, однако, все
косинусоидальные составляющие равны +1; их вклад суммируется, создавая в
начале координат бесконечно большой пик (см. рис. 2-14-а).
2) Спектральная плотность постоянного во времени сигнала.

  constEtU  ,

   


 









 EdteEdtEeS tjtj 2
2
12 ,

    ES 2 . (2.36)

Рис. 2.15

cos t

t

sin t

t

1

S


0

U

t

S


000
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3) Спектральная плотность комплексного экспоненциального сигнала
   tjtU 0exp  может быть определена следующим образом:

        













 


 02
2
12 00 dtedteedtetUS jtjtjtj ,

   02 S . (2.37)
Спектр несимметричен относительно =0.

Рис. 2.16
4) Спектральную плотность гармонического сигнала

   tjtj eettU 00

2
1cos 0

  определим воспользовавшись линейностью

преобразования Фурье и спектральной плотностью комплексной экспоненты.
      00 S . (2.38)

Спектр симметричен относительно 0.

Рис. 2.17

2.5. Спектральная плотность периодического сигнала

Найдем спектральную плотность периодического U(t) сигнала с периодом
T— U(t)=U(tT).

Экспоненциальный ряд Фурье для периодического сигнала U(t)

  





n

tjn
neCtU 1 , где

T



2

1 — основная частота, n=0,1,2,.... Коэффициенты

 



2/

2/

11 T

T

tjn
n dtetU
T

C .

Но при этом, по определению, спектральная плотность

      


  






















 dteCdteeCdtetUS tnj

n
n

tjtjn

n
n

tj 11

2
12

 





n

n nC 12 ,

т.е.    12  




nCS
n

n
 . (2.39)

0



S

0

0-0 0


S

t

U(t)

0
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Таким образом, спектральная плотность периодического сигнала
представляется на оси частот последовательностью — функций, существующих
на частотах =n1 (n=0,1,2,...), с интенсивностью (площадью) 2Сn,
определяемой видом одиночного сигнала U(t).

На рис. 2.18 показан спектр
периодической последовательности
прямоугольных видеоимпульсов
(пунктиром – спектр одиночного
видеоимпульса)

Рис.2.18
Если сигнал – это периодическая последовательность  импульсов, то

 
T

dtet
T

C
T

T

tjn
n

11 2/

2/

1  


 . Отсюда (из 2.39) спектр периодической

последовательности  импульсов равен

   








n

n
T

S 1
2 . (2.40)

Этот спектр изображен на рис. 2.19.

Рис. 2.19

3. Дискретизация сигнала

При переходе от аналогового сигнала к цифровому осуществляются три
специфических преобразования: дискретизация по времени, квантование по
уровню и кодирование. Под дискретизацией понимают процесс замены
непрерывного сигнала дискретной последовательностью отсчетов через интервал
t.

3.1. Ортогональные сигналы с ограниченным спектром

Рассмотрим идеальный низкочастотный (НЧ) сигнал, т.е. сигнал U(t),
имеющий постоянную вещественную спектральную плотность в диапазоне -в,
+в.

 














.,0
,,

,,0

0

в

вв

в

u SS (3.1)

Рис. 3.1
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S 2/T

S

0-1 1



2С02С0
2/u

n



Su

+в-в

S0

0



24

    









 






в

в

de
S

deStU tjtj
u 22

1 0 ;

т.к.
t
tde вtj

в

в








 sin2 , то

 
t
tStU

в

вв









sin0 . (3.2)

Рис. 3.2

Если НЧ сигнал запаздывает на t, то    
 tt

ttStV
в

вв









sin0 , (3.2’)

тогда по свойству преобразования Фурье задержанного сигнала имеем

 













 

.,0
,,

,,0

0

в

вв
tj

в

v eSS (3.1’)

Рассмотрим эти два идеальных НЧ сигнала  tU и  tV . Оба имеют
одинаковые параметры S0 и в, однако сигнал  tV запаздывает по отношению к
сигналу  tU на время t, так, что его спектральная плотность     tj

uv eSS  .
Скалярное произведение этих сигналов, полученное по обобщенной формуле

Рэлея (2.34),    vuSSVU 
2
1

 ,  
t
tS

de
S

dSSUV
в

ввtj
vu

в

в












 









sin
22

1 2
0

2
0* .

Обозначим t=tk.
Скалярное произведение обращается в нуль, и эти сигналы оказываются

ортогональными, если временной сдвиг между ними удовлетворяет условию

 
в

kkв kttkkt



 ,,...2,1 .

Минимально возможный сдвиг, приводящий к ортогонализации, получается
при k=1. Причем, максимум одного сигнала всегда совпадает с нулем другого.

вв F
t

2
1

1 



 . (3.3)

Рис. 3.3

U

t

t1=/в

t3t2
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S0в/

-2/в -/в /в 2/в
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Важно — удалось не просто добиться ортогональности двух сигналов.
Указан путь построения бесконечного ортогонального базиса, который может
служить координатной системой для разложения произвольного сигнала со
спектром, ограниченным частотой в.

3.2. Теорема Котельникова для сигнала с ограниченным спектром

Для создания ортонормированного базиса достаточно рассмотреть функцию

 
t
tAtl

в

в





sin

0 , создающую ортогональный базис и определить амплитуду А,

чтобы норма была единична. По определению, энергия сигнала равна квадрату

нормы 






 










в
в

в

в

в

AAdt
t
tAdtllE

2

2

2

2
2

2

2
2
0

2
0 sin .

Итак, функция l0(t) будет ортонормированной, т.е. (Е=1), если



 вA .

Бесконечная совокупность функций

   
 kв

kвв
вk tt

tttl







sin, , (3.4)

где
вв

k F
kkt
2
1





 , образуют базис Котельникова в линейном пространстве НЧ

сигналов со спектрами, ограниченными сверху значением в . Отдельная функция
lk называется отсчетной функцией базиса Котельникова.

Если  tU — произвольный сигнал, спектральная плотность которого отлична
от нуля лишь в полосе частот вв  , то его можно разложить в
обобщенный ряд Фурье по базису Котельникова

   





k

вkk tlCtU , .

Коэффициентами ряда служат, как известно, скалярные произведения
разлагаемого сигнала и k-ой отсчетной функции   kk ltUC  . По обобщенной

формуле Рэлея (2.34)     



kluk SSC 

2
1 . Т.е.

    


 




dSSC
kluk
*

2
1  (3.5)

Коэффициенты Ck находим по аналогии с выражениями (3.2’) и (3.1’) т.к.

   
 kв

kвв
k tt

tttl







sin , где

в
k F
kt

2
 ,

то для k - ой отсчетной функции имеем  k
в

l tjS
k





 exp (здесь, в

соответствии с теоремой запаздывания, экспонента показывает сдвиг отсчетной
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функции во времени). Тогда из (3.5) имеем
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dtjSdtjSC ku
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k
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uk exp
2
1exp

2
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Т.к.
в

k
kt



 — k-ая отсчетная точка, то фигурная скобка есть не что иное, как  ktU .

Таким образом,  k
в

k tUC 



 . Следовательно, т.к.    





k

kk tlCtU , используя (3.4),

имеем ряд Котельникова

   
 



 



k kв

kв
k tt

ttUtU

sin . (3.6)

Теорема: Произвольный сигнал, спектр которого не содержит частот выше
Fв (Гц), может быть полностью восстановлен, если известны отсчетные значения
этого сигнала, взятые через равные промежутки времени t=1/2 Fв (c).

3.3. Спектр дискретизированного сигнала

Дискретизированный сигнал можно рассматривать как результат умножения
первоначального непрерывного сигнала U(t) на сигнал i(t), состоящий из
бесконечного числа единичных -импульсов

   





n

дnTtti ,

где Tд – период дискретизации.
Эта операция дает дискретизированный сигнал

         





n

ддi TtnTUtitUtU .

Воспользовавшись теоремой о свертке

     




 dggSgSS iu ,

где Su(...)– преобразование Фурье от функции U(t), Si(...)– преобразование Фурье
от функции i(t).

Преобразование Фурье ряда, состоящего из -импульсов, как было показано
выше (см. (2.38)),
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отсюда
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Следовательно, дискретизированный, или импульсно-модулированный
сигнал Ui(t) имеет периодическое с периодом

д
д T
F 1
 преобразование Фурье S(),
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интенсивность которого уменьшается в Tд раз. Если спектр Su() при F>Fв,

обращается в ноль и
Fв

Tд 2
1

 или Fд2Fв, то S() является просто периодически

повторяемой функцией Su() (рис.3.5). Если
Fв

Tд 2
1

 , то имеет место эффект

наложения частот (рис. 3.6).

Рис. 3.5 Рис. 3.6

4. Модулированные сигналы и их спектры

Для передачи информации на расстояние применяются сигналы, эффективно
излучаемые с помощью антенных устройств и способные распространяться в виде
свободных радиоволн в среде, разделяющей источник информации от получателя
информации.

Такими сигналами являются высокочастотные колебания. Передаваемая
информация должна быть как-то заложена в высокочастотное колебание,
называемое несущим. Частота этого колебания выбирается в зависимости от
расстояния, условий распространения радиоволн и других факторов. Но в любом
случае частота0 должна быть велика по сравнению с наивысшей частотой m
спектра передаваемого сообщения. Любой сигнал можно, поэтому, трактовать как
«узкополосный» процесс даже при передаче широкополосных сообщений.

4.1. Сигналы с амплитудной модуляцией (АМ)

Физически процесс управления колебанием и называется модуляцией. Чаще
всего в качестве несущего используют простое гармоническое колебание
V=Ucos(t+).

Если переменной оказывается амплитуда сигнала U(t), а остальные
параметры и  неизменны, имеет место амплитудная модуляция несущего
колебания

   00cos  ttUuАМ , (4.1)
где U(t) — огибающая, cos(0t+0) — высокочастотное заполнение.

д
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Причем при двухполосной передаче сигнал можно представить
    tmXUtU  10 , (4.2)

где m — коэффициент модуляции, X(t) — передаваемое сообщение, U0 —
амплитуда несущей в отсутствии модуляции.

Рассмотрим простейший случай однотональной модуляции.
Однотональная амплитудная модуляция – модуляция гармоническим

колебанием частотой 
       000 coscos1 ttmUtU АМ 

     00
0

000 cos
2

cos tmUtU (4.3)

   00
0 cos
2

tmU .

Отсюда следует, что однотональная модуляция симметрична относительно
несущего колебания.

Рис. 4.1 Рис. 4.2

Из рис. 4.1 видно, что
0U
Um 

 . При неискаженной модуляции (m1)

амплитуда колебания изменяется в пределах Umin=U0(1-m) до максимальной
Umax=U0(1+m).

На практике однотональные АМ сигналы используются редко. Гораздо более
реален случай, когда модулирующий НЧ сигнал имеет сложный спектральный
состав. Математической моделью такого НЧ сигнала может быть, например,
тригонометрическая сумма

   



N

i
iii ttX

1
cos . (4.4)

Здесь частоты i образуют упорядоченную возрастающую
последовательность 1<2<...<N, в то время как амплитуды i и начальные фазы
i произвольны.

Подставив (4.4) в (4.1), получим

     







 



ttmUtu
N

i
iii 0

1
0 coscos1 .

Введем совокупность парциальных коэффициентов модуляции
ii mm 

и запишем аналитическое выражение многотонального АМ-сигнала

2/

2/

t

U
U0

U

U=mU0

0
U0m/2 U0m/2

U0

0- 0+0


SАМ

0



29

     







 



ttmUtu
N

i
iii 0

1
0 coscos1 . (4.5)

Спектральное разложение получается аналогично (4.3):

      



N

i
ii

i tmUtUtu
1

0
0

00 cos
2

cos

  



N

i
ii

i tmU
1

0
0 cos
2

. (4.6)








  Рис. 4.3 Рис. 4.4

Итак, спектр сложномодулированного АМ колебания помимо несущего
содержит группы верхних и нижних боковых колебаний.

4.1.1. Балансная амплитудная модуляция (подавленная несущая)

Значительная доля мощности обычного АМ сигнала сосредоточена в несущем
колебании. Для более эффективного использования можно формировать АМ
сигнал с подавленной несущей:

     ttmUVБМ 00 coscos

   t
mU

0
0 cos
2

(4.7)

   t
mU

0
0 cos
2

.

Рис. 4.5
Итак, здесь имеет место перемножение двух сигналов – модулирующего и

несущего. Колебания вида (4.7) с физической точки зрения являются биениями
двух гармонических сигналов с одинаковыми амплитудами U0m/2 и частотами,
равными верхней боковой и нижней боковой.
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